








一 Wuvssey ssek -foo 


， 枚 1 
1 j60D JU， IO We、 天 


数 学 学 报 


ACTA MATHEMATICA SINICA 





第 10 着 第 2 期 


Vol. 10 No. 2 


1960 











障 的 特征 根 的 限界 (III) 机 机 机 语 二 症 夭 机 大 检 惠 胡 衣 村 宙 二 本 衣 全 分 而 丽 砷 信和 生 表 本 村 症 于 放大 本 二 机 时 铬 让 本 让 外 家 革 衣 本 全 让 让 全 胡 昌 生硬 耿 谤 
一 类 微分 方程 组 在 一 个 临界 情形 中 的 解 的 稳定 条 件 …pppPpPpp 许 漆 庆 
表 整 数 为 素数 及 殖 素 数 之 和 (条 件 和 结果 )7 pp 和 王 ”元 
GT/M/z” 系统 中 大 量 服 务 的 排队 过 程 生 pp 徐 光 晶 
关于 排队 过 程 CT/BEx/1 的 若干 结果 ppp 中 方 
具有 时 滞 微 分 方程 系统 稳定 性 pp 张 学 铝 
关于 轩 内 具有 两 个 例外 值 下 的 全 和 纯 画 数 Be 谢 哩 春 
具有 二 次 代数 极限 环线 的 方程 
ee 
2 一 - 兰 革 必 : 一 一 CC 黄 启 宇 ” 方 初 宝 “” 钱 和 祥 征 


>， 人 1 
6<;i+j<3 251X ? 


西 硬 上 的 富 理 埃 分 析 工匠 pp 龙 异 


ACTA MATHEMATIICA SINICA Vol. 10，No. 2 


CONTITENTS 


Limits for the Characteristic Roots of a Matrix (IIID pp G。Czrz7 


yYCJIOBHJ VYCTOEqdHBOCTH peIIeHH 站 机 JII HeKOTODOTO KJIacCca CHCTeM 机 HE 中 中 epeH- 
LUHaJIPHPIX ypDaBHeHH 首 B OKXHOM COMHHTeJIPHOM CJIYdae … CO 让 OUN-WUUU 


On the Representation of Large JInteger as a Sum of a Prime and an Almost 


Prime seeeeeseseeeseeeeeseeseeseeeseeesesesseeeeeeeseeseeoeseseeseeeseseesessesoesoeseseseseeoesseesees 太 czzp YYzzcCz2 
On the Queueing Processes in the System GT/M/z with Bulk Service………………: 
人 SPyzz 及 xzoazzg-pzeei 
Some Results about the Queueing System GCT/ BR 1 玫 z Faezzpg 
GO6 ycCcTOEHqHBOCTH CHCTeM C 383033 贡 PIBaHHEM ……… IGMXCQMN CO718 让 -2 


Sur les fonctions holomorphes dans le cercle unite admettant des valeurs _ exception- 


而 和 肖 和 本 全 刘 面相 三 本 S1zep icpzezz 


O TIH 中 中 epeHIUHavIPHPIX ypDaBHeHHSHX 人 一 YaGxz)y) 
dx X3(xz 7y) 

paTHBIMH 3aJIre6paHJqecKHMH DDpeXeJIPHPIMH IIUHKJIaMH. 

证 本章 生 生生 曾 枯 本 而 生生 章 直 症 硬 本 帮 生 利和 间 十 生 站 昌 提 二 提 生 直 昌 久 1 QH 开 W-70 沁 @01 TVy/-%201 玉 eN C2UNO-V970 


Fourier Analysis On Unitary Group 工 ss 大 zt728 Szx727 


， 0O6JIaIalOIIUEHX KBa 工 - 


(143) 
(151) 
(168) 
(182) 
(190 ) 
(202) 
(212) 


(223 ) 


(239 ) 


(149) 


《165) 


(181 ) 


(189 ) 
(200) 
(210) 


23 
(260 ) 


第 10 备 第 2 期 数 学 学报 Vol. 10，No.52 
1960 年 6 月 ACTA MATHEMATICA SINICA June，1960 





阵 的 特征 根 的 限界 (ID 
取 济 


(交通 大 学 ) 


本 文 是 [16,24] 的 绑 作 ,现在 再 讨 芥 取 的 特征 根 上 的 两 个 问题 : 即 阵 的 和 元 对 值 最 大 特 
征 根 的 模 数 与 阵 的 特征 根 全 为 实 根 或 者 全 为 纯 虞 根 的 充 要 条 件 . 


慨 1 为 任意 阵 4 三 jazz 的 一 个 特征 根 ， 
N 一 s 下 民 一 max | ez ， 了 一 max 到 | di| ， 


1 一 1 


人 | ci| 3 | Ge 。 


7 一 1 


我 们 章 考 虑 过 下 面 三 个 主要 的 不 等 式 


| 人 | 大 N， 《24" 了 
| 人 | 大 min ( 尽 , 了 )， 《2) 
| 大 RRT (1 ) 


的 改进 工作 ,在 [16,24] 中 已 经 采用 相同 的 方法 改善 了 这 三 个 定理 ,有 关 这 一 方面 的 列 料 
再 作 几 点 补充 . 
Farnell 全 得 到 05 


= 荆 ( ai 二 io (37) 


1 二 1 J] 三 1 


以 及 


ES (名 有 (38) 
ij=1 
易 知 (37) 与 (38) 都 比 (24) 更 精确 些 . 
近来 Brauerb5 又 进一步 地 修正 Ledermannt]，Ostrowskiaa 得 到 的 和 结果. 


从 
下 一 min | ci;| ， a 一 min{|cez|)， 
1 Ta 于 7 





人 2 < - | (39) 


尺 一 2c 十 [ 瑚 一 4c( 玉 一 RD)]22) 





* 1959 年 9 月 16 日 收 到 . 
** 在 [16] 中 于 为 wa 的 . 
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此 外 , 当 a > 0 时 还 有 
X 全 | Cg 
GZ 

喧 际 上 (39) 是 不 包含 (16) , 双 (40) 与 (9) 是 一 致 的 [但 是 (9) 中 ea = 0 是 有 意义 的 ] ，Brauer 
应 用 (40) 也 获得 一 些 转 果 户 ”1. 

最 近 著 者 5 叹 修 正 (16) 得 到 

| 人 | 三 天 一 2am( 尺 一 尺 ) 
中 二 ww 一 切 ( 示 一 全 十 f( 示 一 )2 十 462]V)， 








这 里 尺 一 二 短 az. 


1 一 1 


在 叙述 阵 4 的 稳 对 值 最 大 特征 根 的 模 数 的 基本 定理 之 前 ,先行 采用 几 个 记号 . 
设 开 为 正 整 数 . 


4 入 三 | 入 本 ， 孔 











( 开 ) 
2 


Ri(K) 一 三 |c 名 | ，T;(K) = >，|c 和 | ，Si(K) 三 df ; 


了 一 1 





RR( 开 ) = max Ri(K)， 了 T(K) = max Ti(K)，SCK) = maxSi(K)，RCK)T(K) 一 
max Ri 天)T;( 玉 ) 以 及 NGCK) = 之 |a 入 | 
ij 一 1 


定理 13. 珊 w@ 一 max (|)| ， 二 吉 1。| ) ， 划 


一 lim[NCAKE)] 有 (39 ) 


d 一 lim[RRCRS] 


由 证 lim [区 CRJ ]， (42) 
w 一 lim[ 民 (KJT(K)] 芝 ， 《43) 


这 里 (39 ) 与 (42) 是 已 知 的 ， Rain Gautschita 获得 (39) ; 在 Wongt 叙述 了 曾 的 范 
数 性 质 中 易 知 (40) 是 成 立 的 #9, 最 近 Marathetm 对 于 阵 的 范 数 的 某 些 性 质 作 了 直接 的 证 
明 。 





(*) 在 [16] 中 到 NCK) 为 ag 的 ， 

Cte) 设 141 一 刺 或 元 则 具有 下 述 性 质 : 
i 方 1s41 = 1s1144， 3 为 纯 量 ，ii) 1E| 一 1, 下 为 么 障 ，iii) 14 + 本 夺 441 二 18， iv 38 大 4418， 
vY) 444 三 141 4 为 4 的 子 障 ，vi) 当 mn 4 一 4 时 , 则 1im 14 = 41 = 0; 具有 这 些 性 质 的 141， 就 有 


旋 一 oo 


1 “| ) 一 1im 1 .42 三. 
少 一 红 
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特别 当 天 三 2: 时 Farnell52 指出 (39) 是 成 立 的 ; 这 一 证 明 较 长 ,现在 给 (39) 作 一 
个 简短 的 一 般 的 证 明 ， 


届 玉 为 正 整 数 ， 妈 三 |， 当 e 和 三 0( 人 ,7 一 1， 2 


…, 2) 时 , (39 ) 显然 成 
立 。 当 所 有 的 za 信 ) Wap 


人 十 4K” | ， 一 ARK 








一 |c 芝 人 肥 ， 


? 


好 


克 = 袜 1 = 袜 1c 加 3 


zi 一 1 》 1=1 


册 以 
JI 一 max (pk，ck) 十 p(4, 天 )min (KK ck) 

pK 十 ck 
(一 1 大 p(C4, 天) 码 1) 
代入 推广 的 Schur 定理 叫 中 ,就 有 





弹 


汪 | 和 | 将 一 max (ZK， cg ) 十 0(4， 天 ) min (ZK 、ck) 


= 一 1 


一 (pK 十 ck)qgk 三 NGCK)GqK (4+》) 


1 


这 里 0<%K 硅 1, 故 有 1lim 人 = 1 


区 一 oo 


最 后 在 (44) 两 边 开 2 天 次 方 , 当 天 趋 于 无 穷 大 时 ,就 有 (39 ). 
双 从 Barankin 定理 局 ] 与 Farnell 定理 5 知道 





| 大 [RCKJTCKR)J]2K 三 [RCRKJ]25 .[CK7J]25， 
当天 趋 于 无 穷 大 时 ,由 (42) 知 道 (43) 成 立 . 
此 外 ,我 们 双 从 下 列 不 等 式 





[RCRK)T(KR)] 寺 等 SCK) 三 max(RCK).T(CK)) 





得 到 下 面 的 推 戎 
推论 . 
w 一 lim ESCK) 并， (45》 
为 了 加 速 定理 13 中 的 收 伍 速 度 ,我 们 再 引进 一 批 记 号 . 


R(K) 一 min RiK) ，T(\ 开 ) 一 min Ti 天 )，S(K) 一 min Si 天 )， 





RCK)7(K) 三 min Ri(KR)T;(K):， RCRKR) 一 T 了 (KR) 一 SCR) = 一 1 工 cg 


<a(K) 一 min{ 人 cg 加 | )，ZCK) 三 min (Ci 人)) ， 
证 1 志 j 


e( 开 ) = - 盖 二 (|cj 吕 | 一 | ce 各)|)2. 


7 zj 一 1 


这 样 ,我 们 又 可 以 获得 下 面 的 比 (39) , (42) ，(43) 更 精确 的 一 些 结 果 . 
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定理 14. 的 
wo 一 im ixCe) mu (KJ)eCK) 
[R(K) 一 尽 (K) 十 e(KR)】] 0 
4 
ixCe) 一 一 Oo) 
[TCR) 一 了 (KR) 十 ea(K)] 
证 明 。 从 (26) 与 (39") 易 知 (46) 成 立 . 
定理 15. 站 yn 1 
w 一 lim | 元 R 一 人生 寺 CR| ， 
本 T KR) 一 了 (K) 十 ea( 开 ) En 
we 
wo 一 im | 7 - T(K) 一 工 (大 ) “CA)| 
人 有 R(K) 一 R(K) 十 <(K) 
证 明 。 从 (16) 与 (42) 易 知 (47) 成 立 . 
定理 16. 
lm | RCRJTCR) _ 玉 RGK) RCR)TCR) 一 RCRK)T(K) er | 
痪 RCRKJ [RCR) 一 ROCK) 十 e(K)]: 人 
二 浊 48 
o = im | RKCGTCS 一 了 .RCRKDTCK) 一 RCRK)T(K) ee| 
T(K) [7T(K) 一 了 ( 玉 ) 十 za(R)] 
证 明 。 从 (5) 与 (42) 易 知 (48) 成 立 . 
定理 17。 0 rzrN2 ec2 二 
ww [5 一 二 一 开 ) CD)|” (49) 
人 SCK) [SCK) 一 SCRKR) 十 ZK) 
证 明 .。 从 (13) 与 (45) 易 知 (49) 成 立 ， 
定理 18. 1 
.= im [5 一 SCK) 一 SCK) zk)| . (50) 


S( 开 ) 一 SC 天 ) 十 ZK) 
证 明 。 与 (49) 恋 法 相似 . 


我 们 熟知 Hermitian 阵 的 特征 根 全 为 实 根 , 反 Hermitian 障 的 特征 根 全 为 纯 虚 根 ( 这 
里 把 0 观 为 0; 的 )。 这 一 著名 定理 的 特例 远 在 1829 年 Cauchy 已 经 指出 , 实 对 称 阵 的 特 
征 根 全 为 实 根 ,后 来 1879 年 Weierstrass 指出 , 实 斜 对 称 障 的 特征 根 全 为 纯 虞 根 口 . 

现在 不 仅 给 这 一 著名 的 针 果 另 一 证 明 ， 而 且 还 得 到 任意 阵 的 特征 根 全 为 实 根 或 者 全 




















为 纯 虞 根 的 充 要 条 件 的 结果 '…). 
(*) 在 [24] 中 我 们 有 : 
5- 工 邓 十 三 | 9 各 | 
则 障 4 的 特征 根 全 为 实 根 (或 芳 磺 根 ) 的 充 要 条 件 为 六 1 和 | 一 关 4 戈 下 一 者) 
=】 


现在 所 讨论 的 比 这 一 千 果 更 深入 些 , 
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慨 阵 4 的 玉 次 需 的 请 层 绩 结 方 阵 dp 三 |‖z 芳 福 ， 此 处 
N= 人 (7)= 2 一 上 - "一 户 十 1) 括 记 省 记 











妃 ! 
盘 土 作 = 上, 释 二 从 下 2 人， 
到 及 
ms | az 共 圈 | ，pkp 一 六 | 2 沪 罗 | 上，ckp 一 > | cv 人 | 2 
1 一 1 1 一 1 1 一 1 
我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 19。 阵 4 的 所 有 特征 根 全 为 实 根 的 充 要 条 件 为 
lim <K? 一 0 ， (52) 
KK 一 > DCKb 


这 里 1 大 p 择 rr，|4| 六 0，|4+| 三 0 
定理 20. 阵 4 的 所 有 特征 根 全 为 纯 虞 根 的 充 要 条 件 为 
人 foe， 下 十 # 天 0 (mod.2), 天 十 太 关 0 (mod.4) 
Kaz pk， LO， 本 十 包 关 0(mod.2) 或 感 十 刀 三 0 (mod.4)， 
这 里 1 振 p 振 r，|4,| 六 0，|4,H| = 0， 
特别 当 4 为 Hermitian 阵 时 ,48 仍 为 Hermitian 阵 国 , 即 任 何 的 正 整 数 玉 , p 都 有 
ckp 一 0; 又 当 4 为 反 Hermitian 阵 , 且 与 玉 同 时 为 奇数 时 ，4dz 为 Hermitian 阵 ， 和 否则 
为 反 Hermitian 阵 喇 , 即 玉 , b 同 时 为 奇数 时 , 才 有 pk,。 三 0, 此 外 承 有 ck,p 三 0。 根 据 上 
述 两 定理 立刻 推 知 Hermitian 阵 、 反 Hermitian 阵 的 这 一 重要 的 性 质 . 
定理 19 及 定理 20 的 证 明 . 首先 假 届 履 = pre (1 码 1 友 rr，0 友 义 <2rx) 及 
人 NT 一 …' 一 1 一 0 为 际 4 的 特征 根 , 不 妨 假定 pi 全 2 全 … 全 po 根据 KKronecker 定 
ie 4 的 


(8 ) 全 特征 根 为 灼 … 术 〈1 三 二 大 用 短 … 抒 有 委 汪 ， 
当 开 为 充分 大 的 正 整数 时 ,就 有 


《53) 


到 C 
tg” KO， 一 到 9 
天 1 


tg “天 (O 十 人 之 -2 


天 2 
ee， (54) 
tg2 天 (CO 十 .十 0) 一 -xc 
天 


其 次 欲 证 arg 如 三 0 (mod. r) 的 充 要 条 件 为 


lim -<xl 一 0， 《55) 
| 


必要 条 件 : 当 & 三 0 或 时 ,从 (54.1) 显 然 得 出 (55)，. 
充分 条 件 : 若 (55) 息 立 , 又 全 


去 去 
ig K0 ~ (< 或 - (< ， 
Csxl OKl 








148 煞 


业 
愉 
渤 


10 答 





此 时 出 现 


tg (天 十 1)0 一 tgKp 
本 1 十 tg( 玫 十 1)0tg 天 0 


一 0. 





因此 4 三 0 或 r。 
同 理 可 证 arg (和 十 … :十 Mo) 三 0(mod.r)(1 三 请 择 >) 的 充 要 条 件 为 (52). 
所 以 定理 19 成 立 . 


最 后 欲 证 arg ), 三 二 或 一 E (mod. rr) 的 充 要 条 件 为 


lim 
扩 一 2 DRKl 


< 一 1。 天 关 0(mod. 2)， (56》 


oo 天 关 0 (mod. 呈 尖 
必要 条 件 : 当 b == 过 或 权 时 ,从 (54.1) 显 然 得 到 (56)， 
充分 和 条件: 若 (56) 成 立 , 即 


[ae ou 长 | 二 
D25 ,1 C23p 二 1， 1 


tg(24 十 1)0 一 tg280， 
1 一 tg24p0ctg(24 十 1)0 ， 
tg 280 十 ctg (24 十 1) 


此 时 也 有 





tg 0 二 





oo 。 


因此 0, = 二 
帮 2 


同 理 可 通 arg (4 十 … 十 jn) 二 本 或 一 了 了 (mod.m。 (1 大 大 门 的 充 要 条 件 为 


《53). 
所 以 定理 20 成 立 . 
从 定理 19 及 定理 20 易 知 
推论 . 阵 4 的 所 有 特征 根 全 为 实 根 或 纯 错 根 的 充 要 条 件 为 


]im C2K,b 一 0。 


民 一 D2K， 记 


这 里 1 硅 p 笃 rr，|4,| 六 0，|4,+i| 三 0. 
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LIMITS FOR THE CHARACTITERISTIC 
ROOTS OF A MATIRIX (JU) 


G。GUN 
(Cjzrao-Trz2g UNZ1Ve1sity ) 


ABsTRACT 
This paper is a continuation of my papers [16] and [24】. 
We difine: 
作 ，.……， 人 。are the characteristic roots of 和; 


wo 一 max(| 和 | ，.……，| |)， 





全 一 1 De 一 | 土 呈 


: | = 一 az 和 | ， 


NGCK) = 人 |cay)|，Ri(K) 一 之 | ai ，T 并 天) 三 之 |eo|， 


z7 


Si( 开 ) 一 0 之 0 ; 


RCR) 一 max Ri(K)，TCOK) 一 maxTi(K)，SCK) 一 maxSi(K)， 
RCRKE)T(K) 一 max Ri( 开 )Ti 开 ); 
尺 (\ 开 ) 一 min 尺 iC 开 )， 工 ( 天 ) 一 min Ti( 开 )， SC 天) 一 min Si(K ) ， 
R(K)T(K) 一 min Ri(K)TIK) ; 
R(K) 王 TCOK) =SCK) = - 莉 | az 入 ?| ; 


&(K) 一 maln { | e 信 ?| 》} ，d(K) 三 min {d)) ， 
六 ” 二 
<e(K) = 一- < > (| 各)| 一 |a 知 )| 72; 


2717 


and denote 


4 to be the ?th compound inatrix of 24. 
妈 = logo 习 , 人士 4 一 


(= 人 )= 人 本 


p! 


严 r 
本 | 人 | 》 4 nm 全 





一 ||c 入 所 | 》 
已 家 


本 于 证 3 | 分 介 | 二 -之 | 2 汉人 | 2 机 之 | < 人 9 | 2 


?7 
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where 4 is the conjugate of the transpose of 4 and 玉 may be any positive integer。 
In this paper We shall prove some theorems as follows: 


Theorem 13. 


工 
w -= lim [ 尺 (KR)TCKRJ)]2 


天 一 cc 


Theorem 14. 


w 一 im 1YCA) ee ZK)e( 开 ) 
[RCRK) 一 RCOK) 十 ea(K)] 




















“和 -ee 拓 
[TCR 一 TCRK) + eCRD) 
Theorem 15. 
wo 一 ]inm R(K) 一 _ RCR) 一 有人 (K) ae) | 
TCR) 一 TCRKJ) +aCK) 
“= 各 | 元 林 一 二 -ZUGO 一 ICO xc)| 
和 R(AK) 一 玉 (K) 十 <( 开 ) 


Theorem 16. 





吧 
wa 











wo 一 lim | RD7CJ RRK) 尽 CK)TCR) 一 R(K)T(CRI) (ks， 
2 RCK) [RCRK) 一 R(KE) 十 ea( 天 )]? 











ae -一 一 - C 


w 一 lim | RDTCR) = 工作 2 . 尺 ( 开 )T(K) 一 尽 (KR)T( 天 ) < 
Ga TCRK) [TCRK) 一 并 (K) + ce(K)] 


Theorem 17. 











SC 开 YA aax 2 有 
w 一 lim SR - 尝 : SA 一 ex| 。 
e SCK) [SCK) 一 SCKR) 十 ZKE7)]: 
Theorem 18. 
= 各 | SR 一 一 一 SCK) <A| 


SGK) 一 SCK) + ZK) 


Thecrem 19. The ”characteristic roots of an arbitrary xz-square matrix 4 are all real， 
if and only 让 





hence 1 择 p 择 >，|4,| 夭 0，|4s| 三 0. 
Theorem 20. The ”characteristic roots of an arbitrary xz-square matrix 4 are all pure 
imaginaries Or Zeros， 计 and only 让 
En CEe 负 KR 十 妇 三 0(mod. 2)， 天 2 十 匀 才 0(mod.4) 
K- DKp 0 天 十 多 关 0(mod.2)，orK 十 刀 三 0(mod.4) 


hence 1 各 择 r，|4| 尖 0，|49| 三 0. 
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一 类 微分 方程 组 在 一 个 临界 情形 中 的 解 的 稳定 条 件 
并 涪 庆 


(中 山大 学 ) 


1. 考虑 下 列 扰 动 运动 微分 方程 组 : 


和 瑟 (e。 时 六 go(D)]z。 十 Xi Se xz) 史 记 (sa ””“” 3 区 1z t)， (1) 


c=1 

(了 二 曙 :72) 
其 中 7 及 po( 人 ra 一 1,.………，,2) 为 实 常数 , 且 y > 0, 而 go(z) (aa 一 1,.……，z2) 为 实 
变数 上 之 实 画 数 , 当 一 切 上 >T > 0 时 定义 . 连 乱 及 有 界 ; Xi (Cs 一 1， …，2) 为 zl， 
xs 之 正则 画 数 ,其 展开 式 不 含 低 于 二 次 之 项 ,并 具 实 常数 系数 ;至 于 X?”(s 三 1,… … .2) 为 
xi ………，xn 之 正则 男 数 ,其 按 xx, .………，xn 之 桥 的 展开 式 为 : 


XiDCx1， ””“”9》X1z) zt) 人 民 Jiw es JWiei。 “2XN29 


此 处 系数 Ri"0…n) 为 上 之 连 和 绪 画 数 , 当 一 切 :>2T>0 时 有 界 , 划 使 得 对 于 一 切 :T>0 
画 数 X9 为 xi, .…， xn 之 一 致 正则 丁 数 5 

为 了 叙述 方便 ,今后 将 称 这 样 的 画 数 X; 为 满足 条 件 ( 工 ), 

本 文 目的 在 于 研究 组 〈1) 的 平凡 解 序 未 被 扰动 运动 如 = 王 … :三 xn 一 0 在 下 述 情 形 
中 的 稳定 性 : 慨 对 应 于 和 矩阵 |zc| 的 特征 方程 有 一 个 雾 根 而 其 余 一 切 根 均 具 有 负 实 数 部 
分 . 

如 所 周知 ,在 所 作 的 假定 下 ,利用 非 奇 异 的 常数 实 系 数 线 性 变换 ,永远 可 以 把 组 (1) 变 
成 另 一 个 方程 组 ,使 有 等 式 口 

bi 一 加 一 0 (一 1， 2)。 
设 这 变换 已 经 完成 , 则 和 组 (1) 可 写成 下 列 形式 -: 


L 1 SS 
可 7 qic(z )xe 十 Xi (wa， we) 十 3 XP (xl， ”” ”9 YXxz9? z)， 





dt 和 三 1 
1 < 1 (1 
Se GiiCt)X1 中 >， vc 十 一 dia(z) 2e 十 愉 ; (xi， TO xn) 十 〈2) 
dt 厅 2 厅 
二 二 PCm 及。 0 
t 
此 时 特征 方程 





| (3) 





* 1959 年 11 月 9 日 收 到 ， 
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的 根 均 将 具有 负 实 数 部 分 ， 如 果 把 这 些 根 表 为 2 ,= 一 1 十 in( = 三 2,. ,2)， 则 有 
人 ,>>0 (一 2，.………，72)。 
为 了 研究 组 (2) 的 稳定 性 问题 ， 让 我 们 先 考虑 对 应 于 组 (2) 的 线性 齐 次 微分 方程 组 的 
解 的 结构 。 此 方程 组 为 
GX 


1 _1<S 
3 了 oa(z)x 
dt 厅 7 之 : 


《2 ) 
人 沽 亏 Gii(Ct)xl 宁 之 (e- 中 广 ze】 本 (sx 2 2 和 "5 1 )。 
巴 索 夫 证 明 组 (2 ) 有 如 下 形式 的 解 忆 3 
xD 一 ev (1 十 wo(i)， xD 一 2revoo (人 (一 2 .2)， (4) 
此 处 mm(z) 三 三 [+D7- mi(t)，zi(zi) 及 mi) (5 一 2,.… ,2) 均 为 上 之 有 界 本 数 ， 
| 0 | 学 二 
an It) 并 
四 (2) 一 ， |， 了 人 (5) 
人. 广 | wa) 叶 过 3 glz(z) 开 汉 | 4 当 0 < ?7 到 ， 
=1 gc=2 
此 处 & 为 整数 ,满足 不 等 式 
AyY< 和 1< (十 1)7， 《6 ) 


而 es)(z) 为 上 之 有 界 男 数 , 其 构造 方法 见 芥 文 [2,3]. 

从 表示 式 (4) 看 到 ， 1 一 十 co 时 zi(i 一 0,， 故 总 可 以 选取 这 样 大 的 数 如 亏 T, 使 
当 z 如 时 有 |w(a| 去 二 今后 将 只 考虑 这 些 上 值 

至 于 和 组 (2) 的 稳定 性 问题 ,已 为 巴 索 夫 * 解 决 吕 . 


2. 在 过 滤 到 研究 被 提出 的 问题 之 前 , 赴 我 们 先 建立 一 些 引 理 . 
引 理 1. 雪 扰 动 运动 微分 方程 组 有 如 下 形式 : 





2 一 goxa 十 “。。 十 qiaoxn 十 XICxi， ““”"”“”“9 4%z? t) ， 
《7) 
村 Eee Fa 0 和,(xi1， 2 有 ks 5 》 7) 
开 
此 处 XiGs = 1,.…，z2) 为 满足 条 件 ( 工 ) 的 夯 数 , 且 


X,(xl，0 ? 5 1 三 二 (8) 


| 二 aa 
而 站 zirc 二 攻 汪 dxrc 9 其 中 学 se 0 》 zc 为 样 的 篆 灼 ,使 


se 2 看 (3) 
3 bo 一 :2 
的 一 切 根 均 具有 负 实 数 部 分 者 ， dlc，dxrc (人 人 一 2 72) 为 之 连篇 国 数 ， 当 上 之 局 时 





* 本 妇 的 工作 ,和 鲁 得 到 导师 B. II. Bacoe 的 指导 ,作者 在 此 表示 谢意 . 
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有 界 ， 那 末 , 对 于 和 组 (7) 未 被 扰动 运动 为 稳定 , 且 组 (7) 确 定 一 连 线 系列 的 驻 定 运动 : 
XI 一 CC，X 一 …' 一 xn 一 0， 
此 处 < 为 任意 常数 ， 未 彼 扰 动 运动 亦 属 于 这 一 系列 。 访 系列 中 凡 充 分 接近 于 未 被 扰动 运 
动 的 一 切 运动 均 将 为 稳定 的 。 此 时 如 果 扰 动 充分 小 ， 任 何 被 扰动 运动 均 将 新 近 地 各 趋 于 
鼓 系列 驻 定 运动 中 的 一 支 。 
证 考虑 方程 钥 


-一 : 一 人 ，joxo， (7 2 《来 ) 


由 于 o 的 上 述 性 质 ,显然 有 定 正 的 二 次 型 了 (x*,，.…，,x) 存在 5 ,使 根据 ( 米 ) 计算 得 来 
的 了 的 全 导数 





工 2 一 oz 一 一 村 (zzn)， 


Ct 
其 中 枢 (xs，………，xo) 为 定 正二 次 型 。 
现在 根据 ee 的 对 应 线性 齐 次 方程 计算 了 的 全 导数 ,得 : 
s s 8 eg 本 一 一 JP (xz ， 只 X，) 有 多 -一 - L 信 6 5 


术 和 生 人 ”了 
容易 看 见 这 是 一 个 定 负 二 次 型 >, 因为 当 * eg 
注意 到 X,(* 三 1,.…，2) 满足 条 件 ( 工 ) 及 (8)， 知 道 组 (7) 满 足 马 尔 金 芥 康 650 中 5$ 11 
的 定理 的 一 切 条 件 , 于 是 本 引 理 砍 立 , 
引 理 2. 届 有 微分 方程 组 


5 


0 X% >1 
dt 
《9) 





人 一 :2 xz; 十 Xi(xi xnyt)，， (一 2 7) 


此 处 2 ,= 一 人 十 ip >>0 (一 2 2); 而 XI(xzi xnost) (一 1 2) 
具 下 烈性 质 : 

1” X, 定义 并 连 丢 于 区 域 : 

zx:| 和 4，zzE 如 > 1. 

2 在 该 区 域 中 有 

IIX: | <M (M>0),， 且 M 和 14， 人 一 min(1, 1)( 一 1 ，2)， 

39 |X:(xzi xz2yt) 一 XiCz xst| 和 ix 一 妇 | 十 .十 lz 一 2 )， 
(三 1,.…，z2) 其 中 |xo| 和 4 lx 和 4 (=1， 2)，1 > 0 为 常数 。 


4” mpN < 1, 其 中 N= max( 二 
X 一 1 人 








1) 在 +:> 如 > 0 之 下 ,我 个 可 以 取 更 普 涯 的 定 正二 灵 型 了 = (1 + er-9)Y 代 蔡 『, 因而 得 定 正二 姑 型 瑟 = (1 十 
中 术 十 “7 代 竺 印 ， 于 是 对 应 的 的 导数 为 


综 7 
+ 工 二 -rear = = 匈 + 才 于 志 二 -wors 


= 一 205=2 7 二 2 5 一 





亦 仍 为 定员 二 砍 
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如 组 (9) 有 如 下 形式 的 解 : 
xl 一 <c 十 ii(c， 1)，xr 一 icytl)， (5 一 2 72) 


此 处 < 为 任意 常数 ,而 在 区 域 
人 
中 国 数 ptcy ti) (三 1 2) 为 有 界 , 且 当 *z 一 加 时 ,有 pi(cyai 一 0 (一 2……)2). 
证 取 初 值 条 件 如 下 : 
当 z 一 十 o 吧 时 ,xi 一 x 记 一 c; 当 * 王 如 时 ,x, 王 xx 王 0 (一 2,.……… 2)， 


于 是 具有 这 初 值 的 微分 方程 租 (9) 相 当 于 下 列 积分 方程 粗 : 


xl 三 <c 十 | 是 Xi(Cxi1) “”” ”9 Xp T) dT， 

十 oo T” 

: (10》) 
2 | 本 (oa 2 二 2 0) 

fo 


按 兴 代 法 求 (10) 的 解 ,得 


下 星 有 1 
xi 一 c 十 | 一 XICx 9 seven 


十 o 人 7 


(11) 
ztt) 一 czx | Xi 
to 


我 们 要 诈 明 x% (= 1,.…，,2) 在 所 有 过 加 下 一 致 收 叙 于 极限 夯 数 x (一 1， 
…，,2), 而 后 者 满足 组 (10) 及 已 给 的 初 值 条 件 。 为 此 目的 , 须 证 明和 级 数 : 
xi 一 c 十 (xi 一 c) 十 (x 记 一 xiD) 十 .… 十 (xi 一 xD) 十 .…， 











12 
2 一 2 有 十 (由 一 200) 十 … 十 (一 2 十 (一 2 2) 人 
种 对 一 致 收 伍 , 当 上 之 加 . 
赴 我 们 先 证 明 在 假定 |c| < CC 和 受 4 之 下 , 当 如 相当 大 ,使 
人 
a% 一 1 机-! 
时 ,有 
xz < 《人 (13 》 
事实 上 ,根据 初 值 条 件 , 即 知 |x 刀 | < 4。 现 在 假定 |]x%-52| 和 4, 求证 |x| 入 4. 
从 (11) 得 估 值 
1fz 
El 和 lel + 二 srl=|c| 十 NM， 1 2 二 
人 
<|c| 十 M. 、- 





本 


下 
Me 二 一 er< 攻 < 区 < 人 
8 


(5 QZ 29 人 思 ) 
故 在 所 作假 定 下 ,不 等 式 (13) 恒 成 立 . 
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其 次 ,由 (11) 得 


十 民 
加 一 < 二 |xa(eso ooDlar< | xzr= 
下 玫 下 


wii 
本 1 2 2 一 





上 下 
本 | Xe0 onDlar< 和 Me etc= 
fo0 


fo 


= 了 (1 一 ee) < 二 宝 MN (一 2) 


8 于 


同样 , 计 及 z 上 > 如 > 1, 得 


十 CC 
7 1 | 1 | mA 
| xi2， | 和 | La | Xi(Cx 记 ， 0 2 T) Xi(c， 人 T) | dZ7 去 
T 


十 2C 1 
< | 二 {|xp 一 <c| 1 本 下 机 





上 
十 民 十 工 
< /| 二 | + 一 DMN|z<Mnv| < 一 
本 证 
一 M1zN 和 Ml1pzN  . - 
Se 1 8 一 | z2 一 | 


t 
六 一 而 | 攻 c|orRC 一 交 (cy0 0 
t0 


9 
< 1c-i | einr 世人 外 人 D Mr| dr 二 
vv 10 


Q 一 1 


CR 1 一 ee 
< ML7zpzJNVe-… edTr 三 MizpzN . 
f0 人 人; 





二 
4， 
应 用 数学 归 生 法 ,可 以 证 实 当 & 为 任何 正 整 数 时 , 下列 佑 值 成 立 . 

1 
ze 一 《14) 
本 


因此 ,级 数 (12) 在 一 切 |c| < C，,z 过 如 之 下 ,分 别 以 下 烈 几 何 航 数 为 其 优 级 数 : 


< MLzN < MIzN (一 2，.………，72)。 


| x 公 ) X% 从 一 D | we MAZ 帮 一 1 一 LN 





< 十 二 [MN 十 MInNz 十 …: 十 MIGintrINVt 十 …]， 
t 


MN 十 M1pz 凡 十 … 十 MAIN 十 
而 当 /! 充分 小 ,使 ?2N < 工时, 这些 级 数 是 收 化 的 ,所 以 级 数 (12) 对 于 一 切 上 之 如 (ba 足够 
大 , 且 大 于 1) 为 移 对 一 致 收 氏 , 和 并 当 * > 如 时 表示 和 组 (10) 的 解 , 因 而 也 就 是 具有 和 给 定 初 值 
的 组 (9) 的 解 。 从 估 值 (14) 推 知 , 这 解 可 写成 如 下 形式 : 


2 xr 一 Pikcy zt)， (一 2，.……，2) 





X1 一 <c 十 
z22 


其 中 Di(c， z) 4 一 1， 1 7z) 在 区 域 |c| 志 C， t 之 加 中 为 有 界 ， 且 沙 * 一 国 时 ， 有 
okcy ia 一 0 (三 2,:…，2)。 引 理 让 人 毕 . 
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现在 考虑 下 列 形 式 的 微分 方程 组 : 
CX1 1 





-一 三 一 [aox: 十 We 十 qinxs 十 XICx1， “ ”9 Xpz9 于 机 

dt 

Cw 1 二 
CO 三:2X2 十 了 十 万 :ooX az 十 7 (gp2xa 十 人 十 Ginxn) 十 (1 / 


十 和 21 we 有， (一 2，，，， 2)。 
此 处 X,(xi, .…，xnyt) (一 1, …，72) 为 满足 条 件 ( 工 ) 的 男 数 , wx;B 及 加 (ca 王 2， 
.…. ,72) 为 实 常数 ,而 且 加 ro 使 方程 式 
En 
2 …， pos 一 全 
的 根 均 具 有 负 实 数 部 分 ; ge。 (* 三 1,…… ,aiaG 王 2,……，z2) 为 z 的 连 丢 实 画 数 , 当 一 切 
z 之 加 时 为 有 界 . 
引 理 3 如 果 w > 1, 8 > 0, 则 组 (15) 有 如 下 形式 的 解 : 


一 0 (3 ) 








拉 一 二 9i(c 有， xi 一 9i(cyt)。 (5 一 2 …，2) (16 ) 


此 处 < 为 任意 常数 , 画 数 p,(c,i) (一 1,. ,2) 在 区 域 |c| <C,z 它 如 > 1 中 为 有 
界 , 且 当 * 一 加 时 ,pi(c:i) 一 0 (一 2，.……，72)。 

证 ”首先 要 注意 到 可 以 把 g,o 看 成 为 当 z 一 十 o 时 趋 于 雳 .因为 如 果 屋 mm, B: 是 这 
样 的 数 , 使 1<w<a,0< 有 <8B, 便 有 











本 
zt za1 za 一 1 7 zB z 有 : zipB 一 有 1 
和 如果 把 因子 -< 归 入 系数 qiv, 把 - 产 二 归 入 系数 gw， 划 新 系数 


呈 1 有 1 
9le 一 aa 9 ， 494” 7- 记 和 "， (sa 一 2 …，7) 





当 :z 一 十 oo 时 将 趋 于 霉 , 而 组 (15) 的 形式 依旧 , 盖 因 w > 1, Bi > 0. 
所 以 对 于 任意 给 定 ! > 0, 永远 可 取 如 足够 大 ,使 当 * 之 如 时 ,有 


1 
【0 (一 1,…… 20 一 2,…。，2)。 


其 次 ,我 们 只 须 证 明 本 引 理 当 (15) 取 下 烈 形式 时 成 立 . 


过 昌 
二 十 人 XIiCxi， ”” ”9 MXH》 站 


二 一 G5-] 坎 5-1 :CC x， 中 二 (daxz 中 =-， 中 Gexa) 字 是 大 的 ”1 #)， 
开 


《17 ) 


人 一 2 ……，2) 
此 处 “20 ， 人 人 ， 十 zy (人 ， 之 0) (5 本 AS 1) 为 方程 式 (3) 的 根 ， 0G;-1 或 等 于 1 或 等 
于 0 (但 ai = 0)。 因为 经 过 关于 变数 *>，'…， xs 的 带 常 系数 的 非 奇 异 和 线性 变换 ,永远 可 
以 把 组 (15) 化 为 形式 (17). 
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还 有 ,我 们 可 以 变换 钥 (17) , 命 
2 一 和 5 二 人 y (一 2 ae) 
此 处 为 常数 ， 如 果 和 逃 择 充分 小 ， 将 可 使 变换 后 的 方程 租 中 ， yw _; 的 对 应 系数 5 
〈 王 6c,-l) 为 任意 小 ,而 g,。 及 X， 保持 原来 的 性 质 . 
因此 可 以 假定 在 (17) 中 . c,_: 满足 条 件 : 


0 (一 2,.………，zm) 


而 : 为 任意 和 给 定 的 正 数 ， 
现在 , 份 


X, (xi， 本 多 zz 9 z) 人 GL2YX2 中 人 十 G 了 lnXam 中 XI1(Cxl， 1 2 
Xi(xi zeyz) 一 0V_ixi-l 十 3 (gsaxa 十 .…… 十 grnxs) 十 
此 


中 证 区 (一 2.，.-。 2)。 


则 (17) 取 形式 
0 0 z) ， 
玫 t 
dxX 豆 2 
0 中 (一 2,.………，z2). 
必 


由 于 Xe(s = 1 …，2) 满足 条 件 ( 工 ), 和 按 阅 ，.…，x。 的 大 的 展开 式 不 含 低 于 二 次 
之 项 , 故 对 应 于 正 数 “总 可 以 选取 4>0 足 够 小 ,使 当 











72 
|x,| 委 4， z 之 加 
时 有 
|X,| 区 将 二 4 (三 2,.… 7). 
此 外 ,根据 X,:(5 一 和 0 7z ) 的 同样 性 质 ,对 于 任意 和 葵 定 的 ! > 5 只 要 取 4 相当 小 ， 
当 上 之 加 及 


要 
时 ,一 定 可 以 产生 不 等 式 
ER 和 (| 尖 一 站 十 二 | 玖 一 鸡 ] 
(一 1,.………，z2). 
注意 到 |,-:| 入 二 ，|g| < 二， 显 见 对 应 于 任意 输 定 的 1> 0 可 选取 和 > 1, 4 > 


， 
0, 使 当 * > ia，|xo| 和 4, |xz| 委 44 时 ， X, 满足 下 面条 件 : 
0 Xi(si yue 宝玉 | 光一 史 十 … :十 |xs 一 zx)} 
4 一 1,，.…，z). 


现在 选 ! 为 足够 小 的 正 数 , 使 mnN <1， 此 处 N = max (> , 工 )， 和 


min(%， …，,) 则 双 有 | 斑 ,| <14， 而 组 (170) 满 足 引 理 2 中 关于 粗 (9) 的 一 切 条 件 , 由 此 本 
引 理 得 到 得 阴 
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附注 ”根据 本 引 理 关于 X， (* 王 1,.…，z2) 的 假定 , 易 见 X,(0,.… ,0,zi) 三 0, 且 
X;:(c, 0,.… 0,z) 对 于 一 切 上 之 加 为 ec 的 一 致 正则 画 数 ， 且 按 < 之 需 的 展开 式 不 含 低 于 


二 灵 之 项 ， 因 此 ， 在 应 用 引 理 2 的 逃 代 法 以 证明 (17') 有 形式 为 思 一 < 十 二 1 Pi(c; 站， 


x, 一 Pi(c， 1) (一 2;,…… 2) 的 解 存在 时 ,注意 这 一 性 质 和 级 数 (12) 对 于 所 有 z 加 的 
狠 对 一 致 收 和合 性 ,不 难 证 明 : 9,(c,zi) (三 1, 2) 对 于 一 切 上 过 加 为 c 之 一 致 正则 
国 数 , 且 可 写 为 





Di(c， z) 一 zc2 十 zc3 十 ， (gs 王 1， .办 ) (18) 


北 处 zz 必 ) (5 一 1 ， 及 一 2， 学 了 省 ' ) 当 一 切 ; 之 加 时 为 Z 之 有 界 连 篇 本 数 . 事实 
上 , 因 已 知 p:(cy,z) 有 界 ， |p,(cyi)| 二 工 , 又 pi(c,z) 对 于 一 切 z 志 加 为 c 之 一 致 


正则 丁 数 ;, 故 有 |z)| Dr、 Ke | < C)，, 即 xo 有 界 . 


引 理 4。 如 果 扰 动 运动 方程 组 有 形式 (15)， 又 如 果 w > 1, 8 > 0, 旭 未 被 扰动 运动 
为 稳定 。 此 外 ,有 一 连 敌 系列 的 有 界 运 动 (16) 存 在 ,未 彼 扰 动 运动 亦 属 于 这 -一 系列 ， 而 该 
系列 中 充分 接近 于 未 彼 扰 动 运动 的 一 切 运动 均 为 稳定 。 且 在 充分 小 的 扰动 下 ， 任 何 扰动 
运动 均 将 半 近 地 各 趋 于 亦 系 烈 有 界 运 动 中 的 一 支 。 

证 取 租 (15) 的 解 (16) ,和 人工 在 (15) 中 引入 变换 , 合 : 








1 
Mi 一 yi 十 ai pi(yi tx 一 2 十 pi(yt) (一 2 …，2). 《19) 
注意 到 
芝 二 -PICy1， 1) 三 一 | wue， (yi z) 十 …' 十 isPp(yiyt) 十 
1 
中 xy 中 1 91， 92， :)|， 
ro 18 三 Yo09a0yiy 划 十 …。 十 rongpo(yiy 2) 十 
冯 
+ 人 (tp (cs 一 2,………，72) 
得 新 方程 组 : 
Z 1 
二 [gc 0 GLzyz 过 YiCyiy， 了 t) ] 二 
(20) 
攻 刀 0 2 六 rz) 中 Y,(》1， 人 z)， (5 四 克 人 17) 


1 
素 处 re 一 e 十 -大 9 (s,G 一 2,，.…，7)。 


Yi， “”“” ”yp #) 一 基 1 lo 





入 十 py 二 po 一 





1 
PP (> 中 ,1 1 2， op 小， 
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1 
Y,(yi， 4 = xi(n+ 二 mu 》2 十 92， 1 ')] - 


1 Op，z 
一 Xi 人 (w+ po go 让 一 2 了 ， (一 2，………，7z) 
@y dt 


万 mm 二 二 
Oyi 
由 此 可 见 Y,(yi， 0 ， 0 4x* 三 1 ， 1) 


注意 到 引 理 3 的 附注 关于 (yi ts 三 1， …，2) 的 性 质 (18) ,可 写 : 
二 赴 yyi1， 闫 5 yp: yd,(y1， t ) ， (5 人 全 下 9 1) 
刀 Oyi 
北 处 小 (yi1， t) (s Ra ] “和 zz ) 对 于 一切 必 之 z0 及 | 轨 | 足够 小 时 ， 为 1 的 一 致 正则 本 数 . 
所 以 (20) 可 写成 : 


Z 1 7 
人 一 一 [gayas 十 …' 十 dinyn 十 了 (yi yoyt)]， 
( 
《21) 
一 ra 十 十 ray 十 了 《sg 王 2，…… ，) 


此 处 Yi(yiy  ………，yn zt) 一 Yi 十 [coay 十 …' 十 qiys 十 Yi] .yy ai， 
显然 , Yi 及 Y， (5* 三 2，:…，72) 对 于 一 切 上 之 加 及 |y|(G 三 1 2) 足够 小 时 ， 
为 ,5 的 一 致 正则 本 数 ,其 按 mm :…，?yo 的 舌 的 展开 式 不 含 低 于 二 次 之 项 , 且 
Yi 人 (yy 0,……，,0,t) 三 Yi( 和 0, 0, 1) 三 0 (一 2，. 7) 
因此 , 对 于 组 (21), 引 理 1 的 一 切 条 件 均 被 王 足 。 由 此 推 知 (21) 的 未 被 扰动 运动 为 稳定 ， 
且 (21) 有 解 : 
海王 7 的 本 的 (22) 
对 应 于 一 连 和 顷 系 烈 的 驻 定 运动 ,其 中 “ 为 任意 常数 。 未 被 扰动 运动 亦 属 于 这 一 系列 。 访 
系 烈 中 充分 接近 于 未 秆 扰 动 运动 的 一 切 运 动 均 为 稳定 。 此 时 ,如 果 扰 动 充分 小 ,任何 被 扰 
动 运动 均 将 渐 近 地 各 趋 于 亦 系 列 驻 定 运动 的 一 支 . 
是 推 知 本 引 理 其 断 的 正确 性 ,因为 在 组 (15 ) 中 ,对 应 于 由 表示 式 (22) 所 确定 的 运动 
是 由 表示 式 
X1 一 <c 十 ae z) ，x， 一 Di(c， t) 
和 确定 的 有 界 运动 . 
3. 现在 让 我 们 进而 考虑 微分 方程 组 (2)。 永 远 可 以 假定 在 (2) 中 的 画 数 X4D(x xy) 
(xs 一 1, …，2) 必 具 备 下 列 二 性 质 中 的 一 个 : 
和 XOCxi， 0 0) 三 0 (5 一 ER 7 ) ， 
2) XiDGx 0,……，0) 一 gxy 十 xi 的 较 高 次 项 ， 
XeGxi 0, …，0) 一 gxi 十 xi 的 较 高 次 项 ， (一 2，.…，7) 
其 中 8 及 gf 4 三 2,， 2) 为 常数 ,g 尖 0,xp2y 之 允 之 2 


因为 如 果 这 一 戎 断 不 成 立 , 则 我 们 总 可 以 采取 李 牙 普 讲 夫 的 方法 口 以 变数 变换 达成 
汪 ， 
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为 此 目的 ,考虑 方程 组 
隅 一 - 思 :2X2 中 三 :pzXa 十 XI5DCxl， 人 xn) 一 0 (s 一 2， ”9 7 ) 。 《23) 
该 组 方程 显然 为 一 …': = 三 xn 一 0 所 码 足 ,而 且 
Do 人 | 一 | 各 人 
D(x ,xn) 让 思 mn 
因此 根据 隐 男 数 定 理 , 可 以 从 (23) 中 解 出 X29"”"” ”9 Y%1H9 表 为 YXY1 的 国 数 : 
xa 一 za(xli) ，'……，xn 一 ztn(xXi)， 
此 处 刀 ;.…， zx 为 2 的 正则 夯 数 , 且 xw(0) =0 (一 2，…，7). 
然后 ,引入 新 变数 1 2 2 作 


xi 一 si 2 一 za(zl) 十 zz xs 一 ze(zl) 十 zw， 《24) 
工 注 意 到 wx,(0) = 0 之 一 性 质 , 把 x(Cz) 写成 收 化 的 顶级 数 : 


oa = 互 op Ca 2 
于 是 可 以 把 组 (2) 交换 后 的 精 果 写成 














Y1 一 … 一 xz 一 0 


d 1 s - 
3 了 3 二 Iic(t)zc 十 Zi(wa， 有 汪 证 二 所 (， ”“” ”9 19 t) ， 
3 一 1 


dx 一 


大 人 六 aa 中 二 (ee 十 一 - :0D)) zo 十 2 zi， 二 se) 十 


十 工 ZP (za so 有 ， (一 2， 
志 


此 处 gaGt) 一 gakGtz) 十 3 dic(i， cs，Iic(z) 一 qt) 《IG 一 2 … 02)， 


Ia(Cz) 人 dr(Cz) 十 三 ga 人 (zt)Z2 wa ZrDIi(z) ， ITvc(Cz) 一 本 dvc(z) 了 lf 5Iic(Cz) ， 


(9, GE 一 2 ##) 
ZiD(zl， Re xz) XIRLwn ， 必 2 十 129“”""” ”3 以 12 宁 机 
Z 记 (zi， 人 1 ) 一 XIOCwi 。 2 定 za We 十 -265 1 ) 十 


从 Oo 
十 六 qi aat ， 
9 三 2 K 二 2 
Z 人 Wo wo) 一 XD(x ao 十 罗 ， we 寸 se) 一 XOCs os， aoj 一 


区， 本 zzp) 。 党 Re 交 )zi ” 0 


On 


了 
Z 思 (xi， ”” ”9 TH #) 四 Ge “” 和 %%)z * 十 X22 儿 2i 。 2Z23 十 zi2， 人 RS t ) 一 
@ 王 


oo 


他 
4 二 kag%zf-| loze 十 Zi 记 (2i， 站 9)|， 
9 一 1 


(es 一 2,.……，72)， 
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因此 Z0, ZP (5* 三 1,.…，2) 关于 变数 zi ……… ,zs 与 XD,XPD (一 1,……，2) 
关于 变数 xi, '…，, xw* 具有 同样 的 性 质 ，。 同 时 有 


Zn 0 0) 一 一 Z(o 0 0) 站 Res (7 一 2 9) 
KR 王 1 


由 此 可 见 Zm(z zx) (三 1 2) 必 然 具 备 上 面 所 要 求 的 性 质 1) 或 2)。 根据 
变换 (24) 的 性 质 , 易 见 关于 变数 x:, . …，, xn 的 稳定 问题 相当 于 关于 变数 zi, .…，, zs 的 稳 
定 问 题 , 因此 不 妨 假定 方程 组 (2) 中 的 XD (三 1,.…， 2) 已 具备 性 质 1) 或 2) 中 之 一 

4. 让 我 们 考虑 组 (2) 的 未 秆 扰 动 运动 的 稳定 问题 。 其 中 7y > 1 的 情形 已 ,为 巴 索 夫 研 
究 过 !99， 本 文 只 讨论 0<yY 委 1 的 情形 . 


R 又 


e 


X2DCxi， 1 要 *… 0) 三 0 (一 1， as - 7 ) 。 (25) 
现在 在 这 一 附加 的 假定 下 研究 组 (2) 的 未 彼 扰 动 运动 的 稳定 性 . 
定理 1. 如 果 在 方程 组 (2) 中 ， 0<7 委 1， 西数 0 (5s 一 1 …， “72) 葡 足 条 件 《25)， 
且 有 
sup 大 Yey(] < 十 oo ， (26) 


1>>10 


此 处 炮 念 由 (5) 规定 ,不 由 (6) 规定 (显然 当 工 <Y 宝 工 时 ,不 一 11; 当 0 <y < 工 时 ， 
k > ?)， 则 租 (2) 的 未 彼 扰 动 运动 为 潮 近 稳定 。 此 外 和 粗 (2 有 如 下 形式 的 解 : 


1 
xl 一 ev | 二 THIS O(c， |， 
《27) 


zx 一 二 cr0g,(c， 划 ， (一 2;，.………，2) 
万 


此 处 < 为 任意 常数 ,在 区 域 |c| 和 C,z 志 如 中 , 夯 数 0@(c,ti (=1, .2) 为 c 之 一 
致 正则 画 数 , 并 有 @,(0, 世 二 0 (三 1,，……，7). 

这 个 解 确 定 一 连 夭 系列 的 有 界 运 动 ,未 秆 扰 动 运 动 亦 属于 这 一 系列 ,而 似 系 列 中 充分 
接近 于 未 被 扰动 运动 的 一 切 运动 均 将 为 稳定 ， 

证 已 知 组 (2) 有 解 

xD 一 ey(1 十 oa(t)，x5 一 reyoo(t)， (一 2 72) (4) 

此 处 wm(a 三 一 [+DY-Dzo(t， 而 zol(t，z 人 (toon(t) 均 为 上 之 有 界 夯 数 ， 

在 (2) 中 作 变 数 变换 , 份 


xi 一 xiDyi， xx 一 xi 十 弛 revey (一 2 72)。 (28) 
注意 到 xp, xD，.…，x9 为 (2) 的 解 , 则 在 变换 (28) 之 下 ,组 (2) 将 化 为 : 
dy1 


1 二- 1 
和 一 DR 2 Tic(t)yo。 十 RHIT7 Yi(C?y1， ”” ”3yJm， z) ， 
= 2 (29) 


d 
于 一 yaya 路 。。， 十 rayn 汪 Y:(yi， ”9》]Jnm， 1)， 
上 
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此 处 


7 一 gunCt) 一 和 
Ilic (zt) T 十 wy， (ac 一 2， 


) 








一 昌 ee zi(t)giz(z) 本 庆 了 7， 7 -一 二 7 刀 
Yo PPxrec | 万 【4 (z) z(l 和 Ci |， (G ) 3， GI 二 9 ) 
引 55 力 :r 了 【人 人 zr(1 wy | Rn 、 


(30) 


(= 2，…， 列 








-v0) 本 
Yi(y， 人 t) 2 C (zt+DYX TD 十 2 六 记 ) 
1 十 zl(z) 
一 炎 4 ]5 让 三 
Y,:(yl， we 一 ep (ep 中 ij) 一 7 
帮 才 





(一 2,.………，7) 
而 其 中 Xi (三 1,……… ,2 三 1,，2) 均 假 届 以 变数 六, ，y。 表示 之 ， 
从 (29) 及 (30) 见 到 ,如 果 把 (29) 和 引 理 4 中 的 方程 组 (15) 比 较 , 显 见 此 处 有 有 一 y > 0， 
xX 一 (十 1)y > 1 


再 从 条 件 
DCxl， 0,。…. ,0) 三 0， (三 1,，.……'，72) (25 ) 
及 变换 428) 推 知 在 附加 条 件 
sup 克 rev4) < 十 oo 《256 ) 


ft0 
之 下 , 国 数 yy ，y zi) (三 1 …，2) 满足 条 件 ( 工 ). 
事实 上 ,根据 XiD(0,.… ,0) 三 0 及 X92(0,.… ,0,2) 三 0, 首先 推 知 有 : 
7,(0,.……，0,8) 三 0 ( 王 1，.……，2)。 
其 次 ,由 (4) 与 (28) 得 : 
一 efNCL 十 ma)y1 xy 一 er ro 十 证 yy) (一 2 2)。 (内 ) 
用 ( 尖 ) 来 计算 Yi(ya， …，yny t， 即 用 ( 关 ) 代 入 (30) 中 Yi ，yny zt) 右边 的 XID 及 
XL。， 根据 写 们 的 性 质 \25)，, 把 代入 后 的 结果 按 mm， …， ?yo 的 霉 展开 , 易 见 Yi(yt，.…， 
yy zt) 的 展开 式 的 系数 只 能 有 下 列 二 种 形式 : 
CE 了 cei(CDIO(Cz)， 
此 处 P(D，0() 当 z 加 为 上 之 有 界 画 数 ,而 /, 4，a, 2 为 整数 , 目 有: 
人 
由 于 sup 六 e" 9 < 十 o， 故 Yi yn 9 按 % 之 需 的 展开 式 的 系数 
当 上 之 加 时 均 为 有 界 男 数 . 
因此 Yi(yi， ………，?yn z) 湛 足 条 件 〈 工 )。 至 于 Y,(s = 2,.…，, 2) 显然 亦 同样 斑 足 条 
件 ( 工 )。 故 在 附加 条 件 (26) 的 保证 下 ,组 (29) 诺 是 引 理 4 的 一 切 条 件 , 于 是 未 被 扰动 运动 


关于 变数 my* 为 稳定 ,因而 关于 变数 xi …，,x* 亦 为 稳定 . 绸 根据 条 件 sup 奉 rc 二 


1>10 


< 十 oo , 推 知 im eyt) 一 0 ， 因此 ,由 变换 (28) 得 知 Fe 0 (sx 5 7) 
夏 组 (2) 的 未 破 扰动 运动 为 渐 近 稳定 . 


分 
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此 外 ,从 引 理 4 得 知 租 (29) 有 解 


和 1 
yi 一 < 十 +D7= Di(c ， z) > 


?yy 一 9P(c，,z) [5 7) 
于 是 对 应 地 组 (2) 有 解 


下 ] 
YI1 一 CY() (4 十 二 上 C 省 KR+D7- 1 Di(c ， 人 





了 1 
X 2 和 | C 十 2(K 十 DY 一 1 - Pi(c、 0)| 十 -一 一 -9g， (ct)， (一 2 2) 
或 写成 
1 / 
和 | 有 +D7=1 人 ie， 中 
| 《27) 
本 ec"“00,(c， 站 2，…，71) 


此 处 @(c,i) (三 1,. ,2) 在 区 域 |c| <C.,z 志 如 中 为 cc 之 一 致 正则 夯 数 ， 并 有 
和 (0.81) 一 0 4 人 = 王 1， .20)。 

解 (27) 确 定 一 个 连 绪 系列 的 有 界 运 动 ， 未 破 扰 动 运动 亦 属 于 这 系列 。 而 该 系 烈 中 充 
分 接近 于 未 被 扰动 运动 的 一 切 运 动 亦 均 为 稳定 . 

附 洲 ”定理 1 关于 稳定 部 分 的 论断 ， 也 可 以 应 用 加 灯 里 洛 夫 所 建立 的 方法 的 为 基础 
址 明之 ,这 里 下 不 论证 . 

5. 现在 讨 草 下 面 的 情形 : 

Xi2(xi 0，.…，0) 一 gx 十 xi 的 较 高 砍 项 ， 
(xi 0, ，0) 一 goxi 十 xi 的 较 高 次 项 ，(* = 2，.……，7) 

这 里 g 夭 0, rz; 之 z2 之 2. 

定理 2. 让 在 组 (2) 中 , 0 < y 委 1, 夯 数 XiGx xn) (三 1 …，2) 满足 条 
件 (31)。 如 果 有 附加 条 件 : 


《31) 


12 之 3 时 sup 友 rev < 十 oo (32) 
1>210 
或 
12 一 2 时 supzC+brey) < 十 oo ， (33?) 
1 之 加 


此 处 画 数 内 zt) 及 正 整数 和 & 仍 由 (5) 及 (6) 规 定 \ 因 为 0 < yY 委 1, 必然 & 之 1)， 则 组 (2) 的 
未 被 扰动 运动 为 潮 近 稳定 。 此 外 ,组 (2) 确 定 一 个 连续 系列 的 有 界 运动 ， 未 被 扰动 运动 亦 
属于 这 系 烈 。 访 系列 中 充分 接近 于 未 被 扰动 运动 的 一 切 运动 亦 均 为 稳定 . 
证 象 让 明定 理 1 时 一 样 , 仍 作 变换 (28), 把 组 (2) 变 换 为 组 (29) ,在 条 件 (31) 之 下 ， 
男 数 Yi(y, ……，yn zi) 按 疝 yy 之 震 的 展开 式 中 ,所 有 系数 只 能 有 下 列 三 种 形式 : 
zirepvD)PCz)。 页 co0(9) 及 zt+DYCNVCODORCz) ， 

此 处 Ptz)，@O(a)，RCz) 当 上 之 加 为 有 界 画 闪 ， 常数 !, 4, ea, 2，N 为 整数 ,上 且 有 : 

0 和 /和 8&, > >0， 2 二 1， 
而 

>3 时 NZ2,m=2 时 NZ1， 
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显然 ,在 条 件 (32) 或 (33) 之 下 , 当 上 之 如 时 ,系数 0 -ev0OG) 均 为 上 之 


(tre YC)JN 


有 界 画 数 ， 至 于 tt+DreMOR(i, 旭 当 条 件 (32) 成 立时 ,由 于 : tk+Drexy@) 一 CT 
意 到 此 时 记 2, 有 (N 一 1 六 一 1 亏 & 一 10, 故 当 上 如 时 ,t+DrexyORCD) 亦 为 有 


(十 1) 2yY(D) N 
界 . 当 条 件 (33) 成 立时 , 我 们 有 : tk+prew*0 一 0 ,注意 到 此 时 N 全 工 因 之 


(V 一 1)(R 十 1) 志 0, 故 当 z 志 如 时 ，tk+DreMYOR(CD 亦 仍 为 有 欠 . 

因此 ,在 附加 条 件 (32) 或 (33) 之 下 ,本数 Yi(y，……，y， z) 满足 条 件 ( 工 )。 至 于 
Y,:(y yoyti) (一 2, ,2) 显然 更 加 如 此 。 故 定理 1 的 结 芥 在 本 定理 的 假定 下 
也 同样 成 立 。 定 理 让 些 . 

附注 1。 如 在 组 (2) 中 夯 数 XD  (* = 1, .… ,2) 氏 足 条 件 (31)， 且 有 y > 0, 则 当 
z 为 奇数 而 8 为 负数 时 ,未 彼 扰 动 运动 亦 为 稳定 . 

证 先 考 虑 方程 组 


CX 
ee 一 一 XiIDCxi ， 本 9 X，) 
dt 





), 注 





《34 ) 





CX， 
2 > Ce 
@G2 


根据 庆 o 使 方程 式 (3) 的 一 切 根 均 具 负 实 数 部 分 这 一 性 质 , 当 疡 为 奇数 而 g < 0 时 ,显然 
《34) 的 未 彼 扰 动 运 动 为 渐 近 稳定 口 , 且 有 一 个 有 界 的 定 正 夯 数 『(xi,:…，x*) 存在 ,七 根 
据 (34) 计 算得 来 的 对 : 的 导数 











Fi(Cx1， 本 xn ) 三 二 ar 一 一 Xi 二 3 芋 区 (bax2a 十 “5 思 rzXp 哇 时光) 
和 现 了 二 2 MX 
为 定 负面 数 (| 2 中 为 有 界 ) 
如 果 根 据 组 (2) 计 算 六 的 导数 , 则 有 
di _8r1f1 u of | 工 
二 = 让 全 王 we +M 康 + 三 于 8 [3 diiyi 十 


于 8| = 只 +D， 


此 处 局 三 到 [ 吐 ( 王 dicxl 十 xP) 十 3 科 ( doxo 十 和 9 9)| ,因而 lim 7 三 0 于 


@Oxl 了 Ox， 有 人 
是 一 Ji 三 避 当 :一 oo 时 一 致 趋 于 零 , 而 所 满足 马尔 金 定 理 5 的 一 切 条 件 , 故 (2) 的 
未 被 扰动 为 稳定 ， 
附注 2 附注 工 的 稳定 条 件 不 是 必需 的 。 例 如 ,考虑 古 程 式 : 
dx 一 as 3 
dt 了 


此 处 y = 1, m = 3,g > 0。 这 显然 不 满足 附注 1 命题 的 条 件 , 可 是 我 们 可 以 求 得 这 方程 
的 解 为 : 
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1 


se 2 1/2。 
| (二 ) 名 二 28z | 
z0 YY0 








只 要 取 冶 < -一 ， 未 彼 扰 动 运动 为 渐 近 稳定 ， 
8&z0 
我 们 还 可 以 进一步 卷 虐 : 
学 一 一 二 十 gx 砂 数 mm > 2 
此 处 y = 1, 故 太一 1, VC) = | mt us = 一 | 笃 = 一 mn 二 ,cvo 一 甸 ， 
to to 了 z0 t 


sup 具 rey 一 如 < 必 十 oo， 
180 


故 按 定 理 2 ,不 葵 m > 2 为 任何 整数 , 8 为 任何 常数 ,未 被 扰动 运动 均 为 渐 近 稳定 . 
这 千 划 也 可 从 直接 解 这 微分 方程 式 得 到 证 明 , 因 为 有 : 
(oz 一 2)x2 一 


ti [(mo 一 2) 一 g(z2 一 1)xy lo] 十 g(z2 一 1)z 一 xm 一 1 .zt ” 


龙 了 一 | 一 
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yCJI0BWMR yCT0MUWMB0OCTWH PEUUEHVWY 


QInR HEKOTOP0T0 RJIACCA CHMHCTEM AM 中 中 EPEHUWMAJbHbIX 


yPABHEHWYM B 0QHOM COMHWMTEJIbHOM CIyUAE 


CHO 站 CYH-IHH 


LAHU6EePpeieME &1. CH6 兄 11i-CEHG) 


Pe3IOMe 


PaccMoTDHM cJIleayIOIIUYIO _cHcTeMY Ra 中 hepeHIHabHPIX ypaBHeHH 首 BO3MYIIeHHOTO 
蕊 BEHOKeHH8 
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dt G 二 1 
(一 1，………，2) 
TIe 7yY H zc- 一 一 BeIIecTBeHHPIe IOCTORHHbIE，DpHqeM y > 0; dio(t) 一 一 BeIIeCTBeHHPIC' 
中 yHKIUHH BelIIecTBeHHO 首 nepeMeHHO 首 上 ，OIIDeeJteHHPIeE，HeIpeppIBHPIe H OrDaHHJeHHPIe 
IUDH BCeX t 疡 全 >0; XI 一 一 TOJIOMOp 中 HPIe 中 yHKIIHH nepeMeHHBIX xi,……,xw，D33JIO 冰 eHH 守 
KOTODPBIX HaqdHHaIOTCJ dJICHaMH He HHXKe BTODOrO nopWIKa，a X9)- 一 一 TOJIOMOop 中 HpIe 
中 yHKIUHH nepeMeHHPIX xi， '..，xn，Da3a3JIOXKeHHJ KOTODBIX HMeIOT BBHIL 
史 = 一 Rrozp xn 
1121 十 … 士 1317 全 2 


Kos 中 中 meHTPI 尺 4mr mo) B 3THX Da3JIOXKeHHHX CyYTP HenpDepPIBHPIe 中 yHKIUHH i，OrDaHH- 
qeHHPIE DDH BCex z 之 人 > 0，y 上 oOBJIeTBODJIOIIHe JIHIIP TOMY YyCJIOBHIO，qTO6PI BCce XI 
6PIUIH ToJIOMOop 中 HPIe B paBHo 首 CTeneHH JI BCeXx 上 之 人 > 0， 

Usexbp HacTOIIe 首 pa6oTPI 3aKJIIOdaeTCcJ B HCCJIeIOBaHHH ycCTOEdHBOCTH B CMPICJIe 
JirnyHOBa HyJIeBOTO peUIeHHJ HJIH HeBO3MVYIIEHHOTO 世 BHDKeHHJ xl 一 .… .一 zx 一 0 CHCTeMEI 
(1) DpH z 一 十 co B HpeanornozkeHHH，qTO XapaKkTepHCTHqecKOe ypaBHeHHe，OTBedalOIIee 
MaTpHIHe || pc|| HMeeT OHH HyJIeBO 首 KOpDeHP，3 BCce OCTaJIPHBIE erO KODHH OOJIaalIOT 
OoTDHIaTeJIbPHPIMH BeIIecTBeHHPIMH JacTHMH. 

IIpH caelaHHPIX DpeXnoJIOXKeHHHX CHCTeMY (1) c 0OMOIIPIO HeocoOeHHO 首 JIHHe 首 HEO 话 
HOCTaHOBKH C IOCTORHHBIMH BelIecTBeHHBIMH Ko3 中 HIUHeHTaMH BCceraa MoO 冰 HO Upeo6- 
pa3a30BaTP TaK，qdTOOPI HMeJIHE MecTO DaBeHCTBa3 


bi 一 思 一 0 (4 一 1,，………，72)。 


IIo3sTOMY MPI MOXKKeM CHCTeMY (1) 33aUHCaTP CJIeyIOIIHM 06pD330M: 


QZxl 一 二 2 dic(zt)xe 十 XiDCxi。 ， xy ) 十 二 XIP(zi， ER t ) 9 
di 本 t 
人 < 1 (D (2? 
am 十 之 人 po 十 万 goo(Djxo 十 Xe xn) 十 
9 一 2 
十 二 Xe xb)， (zs 2 和) 


t 


IIpH 3TOM XapDaKTepDHCTHJecKOe YDaBHeHHe 





人 po 一 :CC 


GyYmeT HMeTP KODHH TOJIPKO C OTDHIIaTeJIPHBIMH BeIIIecTBeHHPIMH qdacTHMH. 

B 3To 首 pa6oTe MPI TOJIPKO paccMOTDPHM  CcCJlyq3 首 0 < y 委 1， To 水 e KaCaeTC 开 
cJlyqag 7y > 1，TO B. II，PacoB!t9 ye peIUHJI ero. 

TeopeMa 1. EcuH B ypaBHeHHHX (2),0<y 委 1, XGO 0 0) 三 0 4 三 1 
3 了 ecJIH 





多 


sup 帮 Yey() < 十 oo ， 
tt 
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Te 
0 npuy> 字 1， 
下 
| az) dt npu 二 <yYs 委 1， 
由 (一 人 7 《 
玫 
人 3 (ea 十 宁 > dic(z) 2 人 ) dt npu0 < 7 到 二 
=1 6=2 
有 & 一 一 一 IeJIO6 JUHCJIO，Y 贡 OBJIETBODJHIOIUIee HeDaBeHCTBY 


RAYyrs 和 1<(Rd 二 1)7 
a at) 一 一 OrpaHHqeHHPIe 中 yHKIHH 上 ，CHUOCO6 DocTpoeHHR KOTODPBIX yYK3a33aH B Da360TaX 忆 习 ， 


TO _ HeBO3MVYIIeHHOe 贡 BHXKeHHe CHCTeMPI (2) acHMHTOTHqeCcKOe ycTOEqHBO. 民 poMe Toro， 
ypDaBHeHHH (2) HMelIOT DeIIeHHe BHXa 


本 eyY()[c 十 Pr ti ] 





《 料 ) 
2 二 1 YeCOiG(c th) (4 一 2 2) 
rne < HpDOH3BOJIPH3ag IOCTOHRHHag,， a @G,(c,zi) (一 1 ,72) ToTIOMop 中 Hble 中 yHKHRH 
c B p3aBHO 首 CTeIeHH JI BCexX 上 之 加 亏 T npa lc| 和 C，rpHdqeM 0@,(0,z) 一 0 (一 1， 
. 7) 。 


TO pelIIIeHHe onpexeJIgeT HeIDepPIBHPI] 首 DJ OrpaHHqeHHPIX 世 BHKeHH 首 33KJIIOqa- 
IOIIH 首 B ce6e H HeBO3MVyIUIeHHOe 贡 BH2KeHHe Bce 区 BH2KeHH 3TOFO pHIa， 世 OCTaTOJHO 
GJIH3KHe K HeBO3MVYIIeHHOMY，G6yayT ycTOoNqdHBEI， 

TeopeMa 2。 Ecrr B ypaBHeHHHX (2)，0<y 扫 1 


XiD(xi,0,.……，,， 0) 一 gxf 十 qdJIeHPI BBICIIHX H3MepeHH 首 OTHO。 xl， 
XrCxzl 0， ……，0) 一 gx 十 dJIeHPI BPICIIHX H3MepeHH 首 OoTHO.。 xi1， 
(s 一 2，.……，72) 


TIme g 天 0，zzy 之 罗 之 2 HecJIH 


JIHOO sup 克 Yevy6) < 十 oo npu xm 之 3， 
yt0 


JIHOO sup t+DrevG < 十 oo npu z2 一 2， 
1m>10 


TO HeBO3MVyYIIeHHOe 所 BH2KeHHe CHCTeMPI (2) acHMHTOTHJecKOe ycTOoEqHBO. 天 poMe Toro， 
ypaBHeHHJ (2) TOXKe HMeIOT pelIeHHe BHIa ( 玉 ). 


ABTop DpDH3HaTeyIeH 也 . II. BacoBy 33a pHI IeHHPIX COBeTOB TDH BPIIOJIHeHHH 3TO 首 
pa00TPEI. 
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表 整 数 为 素数 及 殉 素 数 之 种 
Se 


这 元 


(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 


$ 1 
本 文 将 详细 证 明 在 广义 Riemann 猜测 之 下 , 所 获得 的 一 些 和 结果 (〈 见 [1][2]) 先 将 广 

义 Riemann 猜测 述 于 下 : 
(R) 所 有 的 Diricbhlet 二- 枯 数 工 (*, X) 的 雳 点 的 实数 部 分 缘 委 一 


由 (R) 立刻 可 以 推 由 [3]. 2 
(Rs*) 当 (1 ,AR) 三 1 时 ， 








]ix 
, 玉 ， 7) 一 1 一 十 O(xa log x)， 
7 之 PCA) 本 
三 / 作 mod KR) 
RE 
的 的 呈 一 | log z。 
现在 将 本 女 的 结果 详 述 于 后 : 
定理 1。 在 猜想 (R*#) 之 下 ,每 一 充分 大 的 偶数 可 以 表 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 3 个 
素数 的 乘积 之 和 , 


定理 2。 在 猜想 (R*) 之 下 ,存在 无 穷 多 个 素数 b, 使 十 2& 为 不 超过 3 个 素数 的 乘 
积 ,此 处 有 为 一 个 固定 的 正 整 数 , 
定理 3。 在 猜测 (R# ) 之 下 ,每 一 大 奇数 可 以 表 为 一 个 素数 及 二 倍 一 个 素 因 子 不 超过 
3 的 殖 素 数 之 和 . 
定理 4。 命 由 为 一 固定 偶数 ; Zx(x*) 表示 不 超 * 的 千 生 素数 对 (bp, bp 十 28) (〈 即 户 
与 十 2& 此 为 素数 ) 的 个 数 。 则 
zsc<s 末 2 TT( ) -4 +o( ) 


pl 加 一 2 p>a2 (pb 一 1)2/ log2x log" xlog logx 
bb> 7 








定理 1, 2, 3 分 别 改进 了 作者 呈 与 A. HL Baorpamoat5l 独立 地 在 同样 的 假定 下 ,所 
获得 的 结果 ;将 定理 中 的 3 换 为 4 即 为 我 们 原来 的 结果 。 
双 将 T(X; A， 7) 换 为 


_ 乡 jog x% 


P(x;jky1) 一 之 ee ”logp， 


妨 <<x 
了 少 三 /mod 太 ) 





草 j(R) 可 以 换 下 面 较 能 的 猜想 (Ri), 定理 1, 2, 3 仍 能 得 到 ， 
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(Ra) 命 X 为 模 刀 的 特征 则 工 (*,X) 在 下 面 的 区 域内 无 雳 点 
1z 引 和 logsD,a>> 于 (一 G 十 好). 


这 些 都 是 熟知 的 ,我们 仅 提 一 下 ,不 准 述 了 . 
本 女 中 的 妃 ， 户 ， 放 ， 0 者 表示 素数 ， 
$ 2 
引 1. 著 xz 之 1,z>1, 则 


2 
人 
1<7 过 z DC(Cz) 多 


(7WX) 一 1 





证 明 见 [4] . 
引 2.， 命 KA) = 9p(h) 开户 二 <. 车 1 和 > 和 xz,1 和 yy 和 x, 则 
站 有 
。 全 (A) = 二 叶 主人 一 二 | (4 十 -一 log zx 十 DO(loglog 3x)。 
MSNS5 帮 (4) 2 人 1 p>a bb 一 2) 


证 命 ‰%(9a) 一 山 ( 避 一 2)， 则 








AR) CA) IT (+ _ 1- 
浊 帮 A) 本 汉 PCAI) 由 一 浊 SAkSa PCAI) ak 岁 (9) 


(KR，2 
= 字 巡 (Z) MACt) 
4 和 yz PC9) 甸 (9) fr<z/a Pt) 
(g, 2y)=1 (如 24gy) 三 1 


汉 P(4)Y(C9) | 人 (log log zy)| 











2 
一 (27) Cg) log 。 十 O(loglog 3x) 一 
2y < 44(9) 
(g, 2y)=1 
_ (27y) [ (4 过 
2y  。 +2y 





logx 十 O(loglog 3x) 一 
bz 一 油 


2 
本 一 全 (4 十 2 忆 ) log zx 十 O(loglog 3x). 


>2 
引 理 证 完 . 
S 3 
给 予 两 数 2 和 y 委 xx。 欠 则 一 组 整数 
(Cw) Cg;6 (1 委 1 委 7) 
满足 


(1) 和 委 x， (ce, dg) 一 1; 若 六 |y， 则 ez 三 0(mod zz)， 否 则 
4 送 0(mod 太 ) (1 秋 : 委 >)， 
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此 处 2 二 和 < … :< 儿 委 有 为 不 超过 有 且 又 不 能 整除 4 的 全 部 素数 

命 Puw(x, dg,E) 为 适合 下 面条 件 的 素数 问 的 个 数 
(2) 六 x,bp 三 ca (mod qg),b 半 ci(mod 太 ) (1 秋 ; 和 7). 
由 孙子 定理 可 知 同 余 式 和 组 

yy 三 ci(mod 久 ) (1 和 ; 和 7) 

在 区 间 1 入 y 和 受 癌 … :加 内 有 了 唯 一 的 解 。 刀 为 o*。 可 知 Pu(x*, 9g,E) 即 为 适合 下 面条 件 
的 素数 的 个 数 
《3) 六 委 xb 三 ca(mod qg),bp 关 or (mnod 太 ) (1 委 z 委 7)， 


定理 A， 命 c>0; PP= 上 时 产 , 则 在 (R*) 成 立 之 下 ,对 于 任何 (w) 此 有 
1 一 1 

















Pu(x，qg; ES) < 省 CT 十 (logz ,人 loo6)， 
yp(9) 袜 全 多 
Se 帮 ) 
(K， 1 
此 处 fk) = p(A) 末 衬 一 < 
pk 加 一 工 
证 ， 记 g(&) 一 PR)-。 当 (RAR,y) 王 1 及 有 |P 时 ,由 (R#) 得 
是 1; 徐 
1 三 十 O(x 二 log X )。 
一 PC9g)P(A) 
疙 三 & mod 4) 
旋 三 Cx*(mod 类) 
当 Z| 忆 时 ，, 命 
__ pda) A(K) > 
fd)g(a) LE 人) /CD) 
bi 1 
We 请 1 
划 | 
2 
Pr eg Sm 二 交 让。 js) = 
户 <xX 诱 <x d | (bp 一 gx，P) 
少 三 a (mod qg) 三 amod 4) (d,y)=1!1 
(如 一 0*， 己 ) 一 1 
人 
< do< 信 5 
@L| 己 @3| 己 _d1 d2 
(dby)=1 (dz y)=1 b=or(mod 1 2) 
lix y， 本 os g(CdiD)g(Cd2) 十 O (caogx( 王 MI) )= 
9P(9) Me ct ”Rd d) 0 
da1|P do| 己 d 1P 
Us 力 =1 ao=1 
1]ix 
人 十 民 ， 
9pP(9) 
命 
NA(2) 
9 站 ? 
之 7 
由 P 
(1 y)=1 
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弹 
二 (&) (ma) 1 (CzzR)ACzz ) 
Mkg(\AR) 一 一 记 一 ， 攻 一 一 人 
5 
人 (7， 3 KR )=1 
(my) 一 1 
当 (dz， y) 一 1 
宝 和 z(t) 二 全 S AmAkJACm) 二 
0 人 人 mh) 
Tv Te 
二 Ar) 咏 F 
9 之 帮 ; 检 di 5 三 “( 志 ) 每 F(Z) 
好 食 


Oo= 2 > shug(di)g(d) >，f(Z) 一 


d1<c do<65 df Iddo) 


@L| 严 d23| 己 
(dly)=1 (32， y) 一 1 


= 己 To 人 时 he) = 


d<ec 下 < 
df| 太 | 己 


4 | 己 
(d,y)=1 (kK，y)=! 
下 于 当 dz 及 " 委 e 时 ， 


2 





Ca)gCZ)| we 一 2 
故 

R 一 OCxtlogx .slom 6). 
定理 证 完 ， 


4 
仿 >2. 当 ! 上 <c< 委 /十 1 时 (! 为 整数 )， 
wy we) ~ 证 六 六 卢 (o) 二 





1<2z 过 c f(z) 1<z< 帮 z) <S<b<62 1<2z<ec F(z) 有 < 忆 扬 王 情 / 办 < 巡 C 四 
和 1P (z,24y) 王 1 (2z,24y)=1 bb 如 记 " | 了 
2 y) 一 1 大 | 好 《124gy) 一 1 


+ (-1) 字 S |AGz) | 一 


ce 


纪 0o(1)<cc 纺 / .(L) 
(z?,24y) 一 1 


1<nm<t 久 故 z) 6<b< 名 故 z) np<<tc/b 帮 z) 
(ms24y) 一 1 (bb,4?) 一 1 (m,29ya) 一 1 
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有 1 (7 ) 
十 二 (一 1) 人 记 (《7z 
6<D/<<Bb(1) 帮 zb ) . 帮 20) 之 (z) 
纪 .ob(O)<ec 久 7. 人 1 
(900 eay)=1 (mp2bp(1)agy)=1 
1 
lo。 当 3<v< 和 6, 太 <d 和 cote 时 , 命 6=-2 ，o =“ 一 2 一 1 
log2x 不 
故 由 引 2 及 (4) 式 得 
可 《人 3 (Ca) 1 工作 Te 2 TT( ) 
之 本 log 有 全 十 
1<E 故 7) 1z<EC 帮 z) “ 2 户 一 工 p>: 妨 ( 刀 一 2) 
0 We 
十 O(loglog 3x) 一 
纤 = 了 1 
吕 盖 (+ + 一 一 人) logx + Ooglog3 
8z py 户 一 1 由 po 一 2] 08 蕊 (loglog 3x). 
由 定理 4 可 知 
1 
工 困 
(5) PCx ， II， X2 ) <P. 人 zy: 一 )<4 (z) - _CqyY 十 O (ez e ES ) ， 
log x qqg) log x P(C9) log3 x 
此 处 
(6) 4(s) = 一 “er KE 本 [ (4 一 一 二 头 ha 
》 7y 为 Euler 常数 ， 
4 一 2 blqy 如一 2p>32 (bp 一 1)2 包 
妨 >2 
1 1 了 
汪 当 6 和 x 委 13,x <g 委 co 时 ), 命 和 一 一 ce 一 “ < 3. 
Og “ X 4 
由 于 
1 Y 1 ( 1 ) ( 1 1 
二 -一 - 王 施 =o(Z +o( 二 二)=o 人)， 
上 <b<t6 故 户 ) 上 <b<t5 也 pe b>e 力 人 
已 qgy 
二 卫生- 工 开 oo- 
<b<e 故 户 ) HS6 人 大 1) 上 <b<8 故 思 ) HH<6 Ab 故 7) 
十 79 (rs24y) 一 1 少 填 yG (mw,2pya) 一 1 
1 “(m) 
ms 淹 ( Wi 和 ) = 
5<b<6 故 户 ) 11< w 帮 ) 
已 + yq (mx,2yd)= 
旋 | 录 
1 “2(z) lo 
=of( 世 wa 每 ， 儿 ) = o (2 
6<p<tc 帮 记 7 sh 帮 (zz) 二 
++yd (rz 2y9) 一 1 
故 





2 Y (2z) | 六 (pz) _ o ( 亚 引 
6<b<65 放 11<EC/b 故 z) 2 大 (p) mp<5c]b 二 ) 
(2gy) 一 1 刀 + Gy (zs2b4y) 一 1 


6 











2 期 王 “ 元 : 卖 整 数 为 素数 及 列 束 数 之 和 (条 件 和 结果) 173 





故 由 引 2 及 (4) 式 得 
人 3 EC + O (22) 一 


a<ee 帮 ]) a<ee 帮 z) 6<p<ee 加 acecjp 故 z) 6 


这 (2?924y) 一 1 (mv2gy) 一 1 
1 y) 一 


要 3 
ws (2c 一 1 一 clogc) 由 PP 二 < 由 证 log<e 十 O(loglogx). 
2 plqy 防 一 工 p>2 如 (b 一 2) 








少 >>2 
故 由 定理 4 可 知 (5) 式 仍 正确 ,但 
(7) 大 CNy 二 2 其 二 
ee 犯 Fe 
本 am OP age 
2 4 4 
命 忆 表示 下 面 方 程式 的 根 
4 2 二 


则 | 





LA4(Cx) 4 人 o 革 0， 当 13>>x“>1U， 

民有 汪 3 二 和 二 村 
因此 4(4z) 在 区 间 《〈3，V) 中 为 递减 画 数 ,而 在 区 间 〈D ,13) 中 则 为 递增 画 数 .， 由 实际 计 
算得 


Cr 


5 





























$ 5 
固定 2 一 4， 
1 
工 1 本 1 
遇 一 一 天 史 和 SR = 二 (过 一 荆 )< ER : 1 
1 1 二, 取 < 首 光 < 入 1, 则 
2 2/ 
2 2 we 有 
人 4 二 )iogz+ 
了 <<C 帮 z) 思 < 上 C 帮 z) 8 如 Gy 亡 1 少 >> 2 户 ( 刀 5 
从 | 疡 (2z,24gy) 一 1 
(zy) 一 ! 
十 O(Cloglog >x) 
故 由 定理 4 得 
4 
t 8xr 多 一 工 1 \ 世 
Po 2 ) Po gyE) 寺 人 ( 
1 一 人 0 (p 一 1)2/p(9)log2x 
0 ( 王 log log ) 
p(qg) logsx 和 
cqaylopg ] 
(8) 二 人， (z) Cagy 世 志 O 息 OR 2 
PCa) log x p(g) log3x/ 
此 处 
(9) Ca) 一， 











174 数 党 学 报 10 笨 

















| 2 ( 当 ww > 8 ) 
1 1 二 
ET 
二 _ 放 卫 ， 
2 丸 | ee ( 当 z 四 
工 
取 “= 工 ( 工 一 二 )<2, 6= - 瑟 -， 则 
2 \ 了 2 8 log x 
- 
3 PE 人 3 记 (7) 3 1 3 挛 (z) (cz ) 
二 < 帮 z) zB<ec 故 ) 6E<b<6 户 zz<Ec] 帮 (2z) E 
E (szv2g7y) 一 | (zy24gy) 一 1 
ws | z 仁 工 ) ee 工 ( 生 es 工 )log - 伺 二 X 
2p 2 1 7 性 有 1 人 z4 
x T 多 一 二 人 了 1)- logxy 十 O(loglogx). 
2 1 p>: 2 多 


故 直 定理 4 可 知 (3) 式 仍 正确 , 但 





2pv 
10) 上 了 0 
ie 1 1 (1 1 2 (1 本 
o|1 一 一 一 一 1 一 一 (一 一 一 Jog 一 (一 一 一 
: 1 本 办 1 夫人 1 
因 为 
- 一 16 
we 
(zx 一 2) 4 
z 有 3 
4 (zx) 四 一 过 (1 一 logc) 
1 


二 0 





(2c 一 1 一 clogc)” 


因此 固定 4<v < 8 时 , 当 x 区 一 时 ，4i(z) 为 z 的 递减 画 数 ， 


2 z/ 
S 6 


定理 B. 在 猜测 (R ") 之 下 ,对 于 任何 径 有 








， 世 
3 za) > 25.8096c- 攻 七 一 -= 1 本 =- ) ES 
2 p>32 (p 一 1)2/ p(g)log > 
bi 





+ 0 ( Er-， 
log” x 


此 处 4 为 一 固定 整数 . 

证 明之 前 , 先 证 明 

引 3 在 意 葵 予 一 组 整数 烈 整数 > 记 六 志 … 志 rw 过 1， 划 企 (R ) 成 立 下 , 对 于 
生 何 (w) 苦 有 





Pu(z，gy 入 ) 记 


9p(9) 
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泪 处 
5 1 3 
a<y 9P(zpa) a<r pB<ri 9p(bo)PCpp) 
(bpa， y) 一 ! (bappB， y) 一 1 
a>B 
荆 间 > 六 和 守 》 
a<r P<ri yY<ra 5<ra <rx 9p(zbpa) 了 全 PC(zpe) 
Q& > 有 >…> 太 
(baby) 一 1 
一 O(C(1 十 r)(1 十 ”7 (1 十 六 )2x 寺 log x )， 
证 命 P.(q; 血 ，.…，zr) 一 Puv(xz，dg，br)。 特别 记 Pvw(a) = r(x，qg，a)。 显然 


Puw(qg; 加 br) 与 Pa; 各, 加) 之 差 为 适合 下 面条 件 的 素数 请 的 个 数 
训 和 xb 三 ar (mod 加 ),bp 关 cr(modz) (1 入 < 秋 7 一 1),bp 三 <c (mod 97) 
由 孙子 定理 可 知 同 余 式 组 
三 za。 (mod 如)， 
三 ca (mod 了 ) 
有 了 瞧 一 的 解 翌 适合 1 秋 畔 委 db。 且 当 姑 +y 时 ， (es gp) 一 1， 否则 (egtr) > 1 
因此 


力 ) ss 人 z-1) ， 当 z2r 十 y; 
< 1, 当 思 |y. 


《上 式 右 端 之 迪 应 为 wr。 在 此 及 以 后 ,此 为 了 方便 ,一 律 记 作 w)， 续 用 此 式 得 


PCg; 和 br-1) 一 Pu(9; “7 


Puw(qg; 入 ;) .……，,r) 一 Po(d) 一 > Po(dbo; 加 ,bo 一 0 0 秋 0 入 1 


pe? 
十 用 7 次 ,和 代 引 入 ， 则 得 
Pu(qg; i， br) 志 Po(g) 一 > Puw(dgbo) 十 忆 ， 之 Pu(qgbabppi 加，pp-i) 一 
Q& 一 1 


a<r 有 B<ri 
ba 十 y a> 有 B 
(pabpB"y) 一 ! 
一 Or 二 rr ，0 和 0 达 1. 
引进 > 疡 … > rm 1, 并 过 用 上 式 ” 坎 ,注意 


Puw(dgbpa pr; 圈 )， bo) 委 Pokdpa tn)， 


则 得 
PKW 人 pp) 之 Pd ) 丰 ， Pw(dba) 中 人 人 Pw(dgtbabpp) 四 
a<y a<yr 有 B<r 
(bayy) 一 1 (pabpB， y) 一 ] 
emmn 7 11 十 ] ee a> 有 B 


人 
aa<r 8B<ri 上 < 杀 
& > 有 >…> 人 
(pabB…bpuoy) 一 1 


由 于 (R*) 成 立 , 故 得 
瓦 ]lix 
9p(9) 





P。(g; 匀 ，………，br) 之 一 | 尺 |. 
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引 理 证 完 . 
定理 B 的 证 明 : 取 4 = 于 +es (se> 0 足够 小 ), 存 在 8, 当 6 > 60 时， 


5 十 s) 一 0.452 一 T。 
5<p<s4 中 人 妃 妃 ) 


尹 +yd 


[ -一 ) < 4 十 e<1572 一) 
5<D<8 p ( 轧 ) 


b 十 y4 


命 r = 加 ,为 不 超过 人 的 最 大 的 素数 , 当 2 委 & 委 :十 1 时 , 命 因 为 不 超过 ,去 的 最 
大 素数 ,而 如, 为 具有 性 质 引 ， < 600 委 思 之 最 小 者 取 ” 使 22 > 2 十 rt。 命 
fk 二 74 《十 1 委 & 和 2)。 其 余 吗 如 (4)， 即 得 

已 lix 











村 汪 ， 和 ， xz) > 3 一 | 尺 |， 
p(9) 
而 
下 > (1 一 0.0073193) T[ 4 一 二) > 
1 pp(z) 
we 
brqy 
一 一 ”十 一 工 1 1 本 
> 25.80960e T T 1 一 2 十 O ( -2 |)， 
bldgy 娘 一 2p>2 (b 一 1) logx log x 
访 >2 
+3+_2 + 一 2 十.. +34 一 2 
尺 一 O(x3: 13 136 1342 3 x) 一 O(x3 13 13(4 一 mlogz) = oO 人 光 ) 
log”x 
定理 证 完 ， 
$ 7 


定理 Ci 命 w, 有 为 适合 8 > 有 B>4,8B>aw> 2 的 两 数 ， 则 


工 
， Puw(x，。 29 ， x8) < ( 0 用 外 Ca) dz 小- +o(< 3 ]og log *)， 
1 1 PC3) log”x log?x 








xz 有 <p<xa 
乡 二 Gy 


此 处 4 为 一 固定 常数 . 
证 .。 二 (0 委 /!/ 入 2)， 则 





1 


1 弛 一 1 1og YX 1 
1 _logx 
Pu(z， pg 2 ) 一 汪 ， PCx ，xiogpg 、X 上 
1 =0 1 


:M， 
~ 一 





1 业 1 
x <pb<xa ti 十 1 2 
了 Gy X <<<X 
也 十 23 
1 
log x 1 
Ti = Po(ey xsta io 苹 
人 
1+1<b<x ! 
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| 8 关 】 Cgy 世 ( 迪 8I+1l 
私 4 和 十 O log log x log 2 】 
4 之 1 logdb/ p(g)9(p)log2x logax zi 
ee 
乡 +@y 
由 于 4(x) 是 递减 画 数 ,， 且 注意 4 ( 十 o( 】 )) 一 4(x) 十 o( 一 - )， 故 得 
log x log x 








T 入 4(zy) log -tl 十 O (ce loglog x', log di ) 
PCqg) log x tti og5x zi 


因为 


弛 一 1 
袜 Ai(wi)log 2 一 人 本 (hi(wrD 一 Ai(wD)) max log 2 一 
1 =0 


1 14 


< 和 /< 委 4 一 1 琵 ! 
-人 
72 log x 


各 一 上 B 
证- ( “ay | 人 Ge) zj- 二 十 癌 (< log log 中 
p(g) Ja zx log?x logsx 
定理 证 完 . 


定理 C. 命 3 委 < 有 8 和 13 为 固定 的 两 数 , 则 


) P> PCx 9， 1 有 | Ce dx 十 O 人 log z*)， 
此 处 4 为 一 固定 的 正 整 数 , 
证 ， 不 妨 假定 “ < U < B， 将 分 别 求 出 Pu(z,g, ai) 一 Pu(ry g, 动 ) 与 Pu (zx 9， 
已) 一 Po(x, gx *)， 
Puw(x，9qg，bw) 与 Pv(x，qg， bm+l) 之 差 为 福 足 下 面条 件 的 素数 名 的 个 数 
户 委 xx, 寻 ai(modzp) 和 委 加 ,bp 三 cont(modnt)y bp 三 c(mod 9). 
当 pw+l 十 y 时 , 按 定 义 , 妇 为 Pw(x， gbm+ly po)。 否则 等 于 0 或 1， 故 


一 了 2 于 s 代 
Pakey 本 和 | (x， gbm+ly pm)， 当 pn+l 二 y， 
工 ， 当 pw+i|y。 








只 | 一 


Pu(x， GX 








1 1 
将 盖 与 x" 之 间 的 素数 排列 如 次 : 


工 工 
bp xi < 轨 人 << 罗 委 x ”< 女 +l， 
划 


1 
Pw(x， 了， XY ) 一 了 wx 9 了 ， x“) 中 三 ， Pw(x， 2;-+19 ， 站) 中 OC1L). 
ep 





命 寻 一 [ljogx]. 人 《0 委 和 六 委 2)， 训 


77 


= Puw(x， G 太 +1， 太 ) 四 本 工 m。 


1<zi< 
缚 7 十 1+ Gy 
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击 于 4(x) 在 (xc, U) 内 递减 ,又 熟知 帮 < gb < 49zi， 故 








log i 
一 站 . 】 一 本 log x 
Twm 一 1 1 5 Gzt+1， 2 ) 7 1 1 Pw(y; G 记 ;+1， 世 ) 委 
妈 14 14 14 
攻 0 1 0 112 
好 十 1+ 93 人 











(一 一 Jog 一 +0 (Le og log x log se 























DC(qg) log > 7 Op YX 1 
内 于 
本 “U 
>， 人 (xmw) log 一 旦 引 一 | Are) dz 一 of )， 
1 一 0 f mm log x 
故 得 
( 必 “gey |. 4(z) an)] 一- 十 O ( -Ca log log z) 
PC9) 1 log x lop x 
因此 得 到 
1 1 U 
PCxy, gs) 适 PvCxy dgyx“) 十 (2 | 4Cz) ao】 = 十 O (人 log log *) 
p(g) .= log x op x 
同 理 得 到 
工 1 有 
PCx，9， zxP) 委 Pw(x， dg,x7) 十 ( ay | 4(Cz) 豚 天 十 OO ( log log *】 
P(9g) JU zx log x log3x 


将 上 式 代 入 , 即 得 定理 . 


》85 


命 wz 为 满足 4< mw<8,2<* 委 zx 的 两 数 ， 以 趴 表示 适合 下 面条 件 的 素数 少 的 
集合 . 
(11) 之， 0 imnod 太 ) (人 委 5) pp 半 ci(modp) (和 :一 了 )， 
此 处 六 和 xx < ph 和 入 xz < 王 jd 为 一 固定 整数 . 


集合 以 的 元 素 的 个 数 , 记 之 为 Muv(x， w， xz 

5 引 4 存在 许 〈wj)， 使 至 少 并 足 同 余 式 
(12 ) 户 三 cj+i Ce b+ (1 和 1 和 上 一 59) 
牛 的 7 个 的 殿 的 元 素 的 个 数 不 少 于 


1 
， Pi(x， zt 思 +1) 2 )。 


7 < 上 一 了 
z7 十 7 


证 . 习 的 元 素 ,适合 同 余 式 


户 三 air (mod ps+7) 
者 之 全 体 所 成 的 集合 , 记 之 为 万 ， 现 在 来 估计 集合 万 的 元 过 的 个 数 ， 当 ply 时 ， 记 的 
元 素 的 个 数 为 1 或 0. 现在 假定 pr + y， 则 记 同 余 式 组 


人 > 光合 CA 十 7 (mod 四 
了 一季 (mod 了 7) 
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的 解 为 0jA71 9 个 
(zj) 0 ab 0 《1 委 : 委 1， 
1 
划 疡 的 元 素 的 个 数 显 然 不 超过 Pi(xz，gbr+iy zx"). 
如 果 跌 的 元 素 ， 至 少 活 合同 余 式 (12) 中 的 ! 个 , 则 至 少 属于 /! 个 不 同 的 集合 万 . 
因此 羽 中 至 少 适 合同 余 式 (12) 中 的 ! 个 的 元 素 的 个 数 不 超过 


昌 
Puwi(x， Gzpr+j， 盖 于 
Z j 和 了 一 了 
力 了 十 了 上》 


引 理 诈 完 ， 
定理 D. 最 多 适合 同 余 式 (12) 中 的 姑 个 的 路 中 的 元 素 的 个 数 不 少 于 


工 o ! 
Peig, 克 一 一 (AD 和 玫 ) 一 sa +o (ce oggzh 
172 到 











9?(a) lo 万 ljog x 
证 . 由 于 
生 昌 工 
Pu(x,qgyx?") 一 Mo(xyx?xs) 一 2 >， 村- 
1 9 mod 罗 2 和) 
<x 





< 二 人 


和 
+1) = oCe + oCe)， 
1<j<r 一 : 访 ?+ 


改 由 引 4 及 定理 C ,可知 最 多 适合 同 余 式 (12) 中 的 十 个 的 台 的 元 素 的 个 数 不 少 于 














三 并 起 沁 人 二 主 。 王 P。 (zyqgpohs) 二 DO(D) > 
7172 十 1 和 z 一 是 
7 十 了 + y 
、 1 (| 全 CTtX (< ) 
尼 。 yd “) 一 一 一 一 十 O lop 1] 
(x 2 X") 二 4(z) 2 训 。 loglog 
定理 证 完 . 
$ 9 
由 定理 刀 及 定理 Cz 可 知 
二 4 Cos 区 
P.(x,qg,xo) >125.8096 一 dx | 一 一 人 -一 十 O log log x | > 
6 PCd)log x R % 








> (ee 
p(qg)1log x 


GD) 命 x 三 ”为 偶数 。 命 
(wli) Z 王 1,dg 一 2; 6 一 x (一 1, 2， 。。。) 
故 由 (9) 可 知 , 存 在 we 当 x > xl 时 
6 4(z) ， C3-X 
PCz， 2， 26) 一 工 (| 科 和 3 an] 斌 尝 十 O (ca 


98g oz zx 


> (8.4 一 6.588 ) 一 一 一 < 本 人 (cz log log *) 


log2x log3x 


二 log log xz) 
log > 





log log *) 





> -一 > 1 
log x 
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故 由 定理 刀 可 知 , 当 * > 刀 时, 至 少 有 一 个 素数 如 满足 ; x 一 不 能 彼 苹 丰 的 素数 整除 ， 
最 多 只 有 两 个 素 因子 适合 x < p < 好 ,其 他 的 素 因 子 都 大 于 三 ， 故 * 一 "为 不 超过 3 个 
素数 的 乘积 ,而 > = 十 * 一 。 故 得 定理 1 
(ii) 命 * = ?为 奇数 ， 命 
(wa) ce 一 yx 一 2,g 一 4，ci 一 x (三 1,2，。) 
由 (9) 可 知 ， 存在 m。 当 * > xz 时 
Puw(x，4， L (| 全 Ce) 4 sj) -2 十 O (过 log logz > 一 人 > 1 


1 21og x log”x 21log x 





故 由 定理 忆 可 知 , 当 YY > X2 时 , 至 








2 灶 
< 2 不 能 被 入 x* 的 素数 整除 ， 
1 生 二 
最 多 只 有 两 个 素 因 子 适 合 *“ < 训 委 *: ,其 他 素 因 子 都 > x3 , 故 一 为 不 超过 3 个 素 关 
的 乘积 。 故 得 定理 3 . 
(证 ) 命 不 为 一 固定 整数 ， 命 
(wa3) za 一 1..4g4 一 2;ai 王 一 24 人 
由 (9) 可 知 ， 存在 X39 当 多 MX3 时 


Pw(x，2， 区 工 (| Ace 。 oj) .2 +o( 王 


比 log”x 





汪 “: 好 
Og YX 


log log z) > 
log3x 


故 由 定理 刀 可 知 , 当 * > 和 时 , 多 于 -2 个 素数 训 满 足 p 十 28 为 不 超过 3 个 素数 的 乘 


log2x 
积 。 故 得 定理 2 。 
双 由 引 2 及 定理 4( 取 <c =1) 可 知 




















凶 oo 1 万 
有 ,人 (2， -2 < 二 一 IT (=- ) +o( 王 log logx)， 
log”x 2 一 2p>: (pb 一 1)2/ log2x log3x 
由 
Zk(xz) 一 > 1+ > 1< 0(cb + Ps(z,2， 二 -)< 
b<xlM4log3x 4 Og 区 
力士 2K 一 bp/ 一 <b<x 
Og”% 
乡 十 24 一 / 
本 ] 万 玫 
5 ) 二 -+o (二 -log bgo) 
少 [2 户 一 4p>32 (bp 一 1)” log?x og3x 
故 得 定理 4 . 
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ABSTRACT 


In this paper， we shall give the details of the proofs of the conditional results _ which 
we have announced in the paper [1] and [2]. 











第 10 移 第 2 期 数学 学 报 vol. 10，No. 2 
1960 年 6 月 ACTA MATHEMATICA SINICA June，1960 











GllMin 和 柔和 统 中 大 量 服务 的 排队 过 程 
徐 光 兰 


(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 


$ 1. 引言 

我 们 知道 ,描述 一 个 排队 过 程 , 需 要 三 个 因素 :输入 过 程 ,排队 纪律 ,及 服务 机 构 。 所 
谓 GT|M|>z， 就 是 指 这 样 的 一 个 排队 过 程 , 写 的 

i) 轮 太 过 程 ， 各 顾客 到 来 的 时 间 区 闻 的 长 度 t) 相互 独立 、 相 同 分 布 。 其 分 布 记 


为 4(z)， 而 |. 1dl4( 人 (ti 三 za < oo。 


ii) 排队 可 律 ,到 来 顾客 按 到 达 先 后 排 成 一 烈 ， ”个 服务 站 中 ,只 要 有 一 个 得 空 , 队 首 
晒 客 就 首先 被 接受 服务 , 序 先 到 先 服 务 . 

ii) 服务 机 构 , 各 顾 客服 务 时 间 v 之 间 ， 以 及 各 个 v 与 各 个 t 之 间 都 相互 独立 。 v 按 
同一 参 数 的 负 指 数 分 布 : 


P{fv>zoly 一 < 7， 


其 中 2 > 0 第 数 ， 
我 们 记 p 三 全 ， 称 为 服务 强度 . 


但 是 我 们 现在 要 考虑 的 不 是 通常 的 排队 过 程 , 而 是 大 量 服务 的 排队 过 程 。 这 里 ,我 伍 
作 如 下 规定 : 当 *” 个 站 中 有 一 个 得 空 时 , 若 发 现 

1) 等 待 队长 > S (S 为 正 整 数 ) , 则 立刻 接受 队 首 的 8 个 顾客 服务 . 

2) 0 < 等 待 队长 芝 SS, 则 立刻 接受 所 有 等 待 的 厦 客 服务 . 

3) 等 待 队长 = 0, 旭 停 止 服务 ， 直 到 上 发现 有 一 个 新 的 顾客 到 来 , 就 立刻 接受 该 硕 客 
服务 . 

这 里 的 一 批 顾 客 看 成 一 个 整体 ,该 批 中 各 个 顾客 同时 秆 接受 服务 ,也 同时 服务 完毕 . 

显然 , 当 8 = 1 时 ,大 量 服务 的 排队 过 程 就 化 归 通 常 的 排队 过 程 . 

大 量 服务 的 排队 过 程 有 着 很 广泛 的 实际 意义 ,如 水 库 调 度 , 货 物 运 罗 中 所 涉及 的 都 是 
大 量 服 务 的 问题 。 近年 来 有 一 些 作 者 避 ”考虑 了 Mlcl1l 系统 中 大 量 服务 的 排队 过 程 ,在 
服务 强度 p < 8 的 条 件 下 证 明了 队长 分 布 的 通 历 性 , 并 对 姑 一 分 布 的 服务 时 间 求 出 了 队 
长 平稳 分 布 及 等 待 时 间 平 稳 分 布 的 Laplace 变换 ，。 本 文 所 要 戎 虑 的 则 是 GT|M|z 系统 中 
大 量 服务 的 罪 队 过 程 , 利用 Kendall[4 关于 GT|M|>” 和 系 和 统 通常 排队 过 程 的 嵌入 MapKoB 
杀 的 方法 ,我 们 定义 了 一 个 大 量 服务 排队 过 程 中 的 嵌入 MapKoeB 鳄 ,借助 于 MapKos 馈 的 
一 般 理 其 ,我 们 得 出 队长 分 布 通 历 的 充分 条 件 ,并 对 一 般 殉 入 分 布 求 出 队长 与 等 待 时 间 的 





# 1960 年 月 I!L 日 收 到 ， 
1) 我 个 用 黑体 字 来 记 随 机 变量 . 
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平稳 分 布 , 以 及 平均 队长 .平均 等 待 时 间 等 特征 数 。 最 后 ,考虑 了 忙 时 长 度 的 分 布 . 

GT|Mi|z 系统 中 的 通常 排队 过 程 是 我 们 所 考虑 的 情形 的 特例 ， 这 一 千 芥 与 我 们 的 千 
果 也 是 吻合 的 ,事实 上 ,在 我 们 的 结果 中 , 合 S = 1, 就 得 到 GT|M|” 系统 中 通常 排队 过 程 
的 结果 5 

作者 对 于 越 民 义 教 授 的 指导 表示 束 心 的 感谢 . 

$ 2. 队长 的 平稳 分 布 

首先 引入 我 们 所 考虑 的 大 量 服 务 排 队 过 程 的 代 入 MapKkoB 鳃 . 我 们 讽 系 统 处 于 状 
态 z 若 1)z> > 则 表示 ?2 个 站 都 正在 进行 服务 ,同时 有 + 一 2 个 厦 客 在 等 待 ; 2) 7 委 >， 
蜀 表 示 2 个 站 中 有 +: 个 正在 进行 服务 ,而 没有 等 待 的 顾客 .应 访 注 意 的 是 此 处 ”状态 ”与 
每 个 站 所 服务 的 那 批 厦 客 中 包含 多 少 个 顾客 无 关 ， 而 只 与 正在 进行 服务 的 站 的 个 数 以 及 
正在 等 待 的 顾客 数 有 关 . 

次 仿 厦 客 到 来 瞬时 所 看 到 的 系统 状态 为 q, 则 容易 证 明 取 状态 0, 1, 2, 3,…… 的 {(q)j 
构成 一 个 MapKoB 名 . 

记 此 MapKkoB 钵 的 转移 概率 矩阵 为 P, 则 参考 通常 排队 过 程 ( 即 S = 1) 的 情形 5 , 容 
易 证 明 书 为 下 列 (1) 式 所 给 出 ( 见 168 页 ): 
其 中 


[四 二 | (7 )G 一 人 有 24 


1zTJ Nm 一 1! 
ons 队 二 过 二 和 (ja 二 











) 一 0 一 0 二 一 
0 。 ZUrY dd4(r); 
(加 ) 
“三 (办 三 | op 2 
0 1 
合 
F(z) 三 > (7|1 2)z:。 
1 =0 
由 于 
二 (Li|z) 一 ， 
1 =0 
故 知 FCz) 在 |z| < ! 为 解析 丽 数 ， 又 因 
: 0 
B. 之 6 人 
和 故 由 Abel 定理 ， 
旬 Fl 一 0) 王 1; 
F'(1 一 0) = 误 (2) 


定理 1. 此 Maproa 鳃 是 不 可 约 和 非 周期 的 。 因此 所 有 状态 属于 同一 类 , 且 对 任意 




















CN ns- RS sq 人 和 

5 CGzlo) 0 共 CelT) 0 区 Clz) 0 6 6 。…。 6 4 6 6 6 

0 (zw|0) 0 上 0 (zw|T) 0 see。 0 0 (zlz) (lg) 821T 9 (823-2 552 人 852- TESTI- 5 
on。 0 0 Gz10) 。。。 0 0 (了 2ew。 0 0 0 65 65 。。。 6 6 6 6 65 
“…。 0 0 0  。。 人 lo) 0 0 “。…。 0 ia 0 6 6 6 6 6 6 
ee 0 0 0 se 0 (zjn) 0 0 (ul (Ciz) za (1Z5214Y-2 7 E-& TZ221Z-U iT72U1- 1721|1| 
.…。 0 0 0 0 0 (> 0 0 4 6 。…。 6 6 5 6 4 
se 0 0 0 。。。 0 0 0 2 0 0) 64 65 sn。 6 6 6 6x 65 
0 0 0 0 .… 0 0 0 … 0 (ol 0 44 和 册 加 外 到 本 
.…。 0 0 人 局 0 和 0 (lo0) (zlTD TIT LT LEE TIZ-2 TI TTzlz} 
。…。 0 0 1 0 0 了 Eee 0 0 (zlo) [zlT] … [aly-z] [zlgs-z] [zlZz-xj [alI-x] [zlz] 
。…。 0 0 0  ，…， 0 0 1 0 0 0 0 。。 0 [8|0] [8|T [g|Z1 [gj|8j 
。…。 0 0 0  …， 0 0 DB 一 "” 条 0 0 0 0 4 0 0 [zloj [zj|T] [zizl 
。…。 0 0 0  ，…， 0 0 2 0 0 0 0  “… 0 0 0 [T10] [IT 
ER Z 十 5Z 十 2U T 十 9Z 十 U 7Z 十 和 .…，Z 十 ?十 8 T 十 ?十 和 十 U .8 十 &Z 十 UT 十 1 8 TI 一 & ，，， 十 C Z T 0 


T 十 ?Z 十 玉 
7CZ 十 和 


一 过 二 
十 7 十 2 
Y 十 戏 

LI 一 5 寺 大 


Z 十 zz 


T 十 不 


汪 
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末 Him 加 六 = zi 存在 . 

证 ”由 和 矩阵 (1) 可 知 , 任 何 状 态 ; 都 能 以 正 概率 到 达 ; 十 1, 而 任何 状态 又 都 能 以 正 概 
这 到 达 0 状态 ,所 以 此 鳃 为 不 可 狗 的 ， 

其 次 ,对 任何 状态 间 有 i 一 :+ 1 一 0 一 1 一 2 一 …: 一 ;1 其 中 所 有 转移 均 为 正 概 
这 ,所 以 好 4 > 0。 但 另 一 方面 ,又 有 一 十 1 一 1 一 2 一 … 一 1 其 中 所 有 转移 亦 
均 为 正 呆 率 , 因 此 又 有 好 所 > 0 而 ;十 1 与 1 十 2 互 素 ,故此 生 为 非 周期 的 . 

由 于 此 鳃 是 不 可 狗 非 周期 的 , 据 MapKko8a 玺 的 理 葵 吕 , 即 知 所 有 状态 属于 同一 类 。 且 
对 任意 ;,j 有 limzP = mi 存在 ， 定 理 1 得 让 


定理 2。 当 p 三 < as 时 ,所 有 状态 都 是 逼 历 的 ， 平 稳 分 布 为 




















0 三 1 Ho ha 本 二 Ar-1 
2 人 和 
人 ve 
人 本 
1 2 
本 攻 es ， (3) 
人 一 全 pi 十 一 一 一 一 i 十 
AAA 


其 中 不 写 上 下 限 的 求 和 号 都 是 从 0 起 到 ”一 1 止 ( 在 这 以 后 ,我 们 都 作 这 种 狗 定 ) ,人 为 下 
列 方 程 在 单位 圆 lz| < 1 内 的 唯一 解 : 








人 240 = CH) 
而 
m= 袜 (Dr ) 7 人 《5) 
其 中 
也 
人 3 ci 人 (7 ) PT() 
7 一 1 十 1 C,(1 人 6r) | 9 人 2) ? 46) 
1 一 0，1， 7 了 U， 一 1， 
这 里 
Co 一 1 
类 
C^* 二 厅 一 & 一 1 2， … 2。 《7) 
jm 
而 
sj 一 | d4(zx)， (8) 
证 : ”由 于 定理 1 , 据 MapKoB 的 理 花 ,我 们 知道 ,为 了 证 明 允 历 性 ,只 需 证 明 
3 非 雳 行 向 量 X 三 (xzoy xiy zz …}， >， lz < o， 使 
1 一 0 
X 一 XP 《9) 


成 立 . 
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由 (9) 式 得 
Xk 一 Co0Xk-l 十 Cl1Xir+kt-1 十 CaxXz+k-1 十 … 8 之 7 十 1 
全 
0 R 之 72， (10) 
则 上 式 化 简 成 
人 一 ao 十 ai 十 ai 十.……， 
邹 


人 一 汉 负 史 四 
这 就 是 (4) 式 。 由 (2) ,此 式 两 端 在 1= 1 一 0 处 相等 ,而 在 人 = 1 一 0 处 , 左 端 微 商 为 1 ， 
右 端 微 商 为 站 > 1, 因此 了 充分 小 的 6 > 0, 使 在 1 三 上 6 三 rr 处 ,有 r>> FEOr9]， 所 以 


在 |z| =* 上 ,有 
| 屯 (xz 到 | 六 (r) <r 一 |z|。 
由 Rouchk 定理 , 郎 知 F(z) =z 在 |z| <1 内 恰好 有 一 个 根 , 记 它 为 人 ,显然 人 羡 0. 
st 一 和"(RZ2z) 。 满 足 方 程 组 (9) 中 第 十 2 个 开始 的 所 有 方程 . 

再 将 (10) 代 入 方程 组 (9) 中 第 2 个 开始 到 第 ” 十 革 个 为 止 的 个 方程 , 则 得 二 个 未 知 
数 xzo, xl …，xo-1 的 2 个 方程 式 , 由 于 其 系数 行列 式 为 [0|1].[oj2].….[ola 一 1].(ojy 
夭 0， 故 可 解 得 * = (0 委 i<2 一 1)， 双 由 于 P 为 转移 概率 矩阵 , 行 和 为 1, 因此 所 
求 得 的 X = 《po 站， …，jr-i 1, 1, 712) 显然 满足 (9) 的 第 一 个 方程 式 ,而 X 关 0, 且 
志 |z| < o。 这 样 ,我 们 就 证 明了 p < zsS 的 条 件 下 系统 的 逼 历 性 . 

若 分 五 三 Co, 丈 , 殉 ,.…)} 为 (3) 式 所 定义 , 则 由 Mapkroe 针 的 理 葵 ,就 知 如 此 得 到 
的 也 的 分 量 一 定 是 非 负 的 , 且 易 知 工 不 = 1, 所 以 这 些 分 量 就 构成 一 个 概率 分 布 , 这 就 是 
q 的 平稳 分 布 . 

最 后 剩 下 来 的 就 是 证 明 m(0 和 > 和 一 1) 的 表达 式 (5) ,这 可 以 使 用 Takscs[71 的 方 
法 , 份 


U(Cz) ( 广 广 3 


吊 
M: 


利用 (9) 不 难 证 明 U(z) 满足 下 列 积 分 方程 
Us) == | 一 十 wo (1 一 二 十 dx) 十 


“oo 下 位 多 ,了 要 下 we 罗 
| 24(o| 人) (co 


0 


一 | (1 一 we : 十 ze 5)z+ld4 (z) 业 彤 和 








本 | ec 5 44 (zz) ， 
0 





一 
到 
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将 (12) 式 微分 ”次 , 划 全 xz = 工序 得 


LU srUJ， 十 erLU7 -1 十 (1 十 人 十 . 号 +XD( 7) C 了 (es， -一 人 ) 一 一 (cs 
本 we 提 














，U = 一 -一 U-: 十 se 一 人 (+ 7)+ +XD( 一 一 世 
一 8， 1 一 e， 7 jaKti 一 2 一 7 1 一 6 中 了 


〈13) 
这 是 一 组 变 系数 的 一 阶 线 性 差分 方程 ,我 们 很 容易 来 解 已 (例如 见 [5]) ,只 要 分 





将 (13) 两 端 除 以 C,, 再 对 > 从 ji 十 1 到 > 求 和 ,并 注意 到 U。= x。= 1,， 邹 得 


1 1 和 7 YY 7 
已 = ci ae | I++ …+aD( 2) 一 
Ca 之 Cr Sr \， za 人 1 一 入 ) 一 7 


= 和 攻 7 站 
1 一 人 


利用 下 烈 容易 证 明 的 等 式 : 
《7) 
本 


+( =-C+ .二 Ge 人 小 
7 二 十 1 C:(1 一 6r) 二 E。 本 
再 经 过 一 些 不 难 的 计算 , 即 得 (6) 式 . 

双 由 于 























加 7 辆 六 二 二 
r 三 # 


*= 忆 (-D 六 (7 站) 避 r 一 0 1， -< 
人 


此 郎 所 求 AO，HI ““”“”， 凡 p 一 1， 也 即 (5) 式 ,定理 当 全 部 证 上 毕 . 
现 介 QQ 三 max(q 一 >， 0), 则 Q 就 表示 实际 的 队长 ,也 邹 正 在 排队 等 待 的 顾客 数 ,而 
不 包括 正在 服务 的 顾客 ， 于是, Q 的 平稳 分 布 就 为 


2Z2i 十 

















7 
P(Q = 丰 =1 (14) 

一 一 人 下 
党 mk -一 一 
记 so 

怠 ， < rm 一 本 汪 人 1 
HEQ => IPIQ=I)})=-- ， 

7 =0 (1 一 人) 二 ; 十 大 


1 一 入 
$ 3. 等 待 时 间 的 平稳 分 布 
对 系 和 统 的 状态 ;， 定 义 
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AD) 三 -| max(i 一 7 十 吕 


了 


其 中 [x] 表 示 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 


故 当 顾客 到 达 瞬 时 状态 为 克之 pz, 即 &R[] > 0) 的 条 件 下 ， 其 等 待 时 间 VWY; 的 分 布 密 
度 为 





好 NAG) 一 1 
(HP) 二 2 了 << 胸 < 
大 GD) 三 e “一 和 1，0 oo ， 
CR 一 站 洛 


所 以 等 待 时 间 W 的 分 布 密度 


7 一 】 
1 四 三世 ljo 0mD 一生， 0 














Zmw+ 
0< 厂 必 oo; (15) 
而 等 待 时 间 为 0 的 概率 是 
P{(W = 0) = 全 作 一 
本 


由 此 邹 得 平均 等 待 时 间 


国生 和 
EW = | pfGP) am ”[T 二 7 


本 

这 里 ,我们 指出 ， 当 S = 1 时 ， 上 述 关 于 队长 及 等 待 时 间 平 稳 分 布 的 结果 就 化 归 
GT|Miz 系统 中 通常 排队 过 程 的 结果 避 . 

$ 4. 忙 时 长 度 的 分 布 

我 们 称 服 务 站 处 于 “ 忙 时 ”, 若 至 少 有 一 个 站 正在 进行 服务 。 换 句 话 膏 ， 忙 时 就 是 指 
系统 正在 进行 服务 的 时 刻 。 忙 时 的 长 度 可 用 时 间 来 度量 ， 也 可 用 该 忙 时 中 所 服务 的 顾客 
数目 也 来 度量 ， 我 们 在 后 一 种 意义 下 来 求 忙 时 长 度 的 分 布 . 

届 上 一 0 时 系统 处 于 状态 ok, 划 设 该 时 刻 正在 服务 和 等 待 的 顾客 数目 为 <.《〈 由 于 我 
们 所 给 状态 "的 定义 , ax 和 e 当然 不 一 定 相 同 ), 则 容易 证 明 

P{B<c} 三 0; 
P{B 一 <c) 一 轧 z* 一 1,0 








P{(B 王 < 十 1)= 三 汪 ， 思 o* 一 1 太 i0 3 
i =1 


zi 十 1 
PLB 王 < 十 2)} = > ar 一 1 恕 太 训 1)0， 


1 二 1 一 1 


-一 般 地 有 


PLB 一 4 十 &) 一 二 二 . 户 o* 一 17， 力 ii ”” “大 天 一 1 大?0， 及 二 172 


1] 一 1 了 2 一 1 1K 一 ] 
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其 中 好 都 是 转移 概 牵 和 矩阵 P( 人 (1) 式 ) 的 元 素 . 


在 统计 平衡 时 ,更 有 
P{IB<c} 王 0， 
PLB 三 c)}= 三 丰 . 
ar 站 +1 1 一 1 十 ! 
P{B 一 “十 人 一 夯 之 有 忆 有 二 1 2， 
了] 一 ! 12 一 1 1 一 ! 


太 


其 中 天 为 43) 所 示 向 量 开 的 分 量 . 


[1] 
[2] 
[3] 
[4] 


[5] 
4 人 6] 


[7] 


这 驶 是 我 们 所 求 的 千 果 . 
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ON IHE QUEUEING PROCESSES IN ITHE SYSIEM CG1AMh/n 
WIIH BULK SERVICE 


SHYU 枚 wANG-HUEI 


(11zytztttte of Metpempgticy，4ccdez1r2 Sr721cC) 


ABSTRACT 


This paper concerns with the queueing process GT/M/xz with bulk service. By the 


use of the embedded Markov_ chain method introduced by Kendall(9，we prove that the 


Markov chain associated with this queueing process is irreducible and aperiodic. 


Let the mean inter-arrival time and mean service time be aa and 2 respectively，and 


let the maximum humber of a batch of customers being served in a single counter be 4. 


We prove that 下 要 < NS，then the system is ergodic. The stationary distributions of 
G 


the queue length and waiting time are also found. 


Finally， we obtain the distribution of the jiength of a busy period in terms of the 


number of participating customers. 


Particularly，if 8S 三 1，our results are conform with that obtained by Kendall!6) . 














第 10 移 第 2 期 数学 学 报 Vol. 10，No. : 
1960 年 6 月 ACTA MATHEMATICA SINICA June，1960 














关于 排队 过 程 cW 有 /1 的 若干 税 果 
吴 方 
(中 国 科 学 院 数 学 全 究 所 ) 
》1. 9| 言 
采用 Kendalltn 的 记号 ,所 谓 GT/Et/1 是 指 由 下 述 条 件 规定 的 一 个 排队 过 程 : 


(i) 车 用 刀 表 第 2 个 顾客 来 到 服务 系统 的 时 刻 ， 而 用 xz 三 志 一 寺 1 表示 相 秋 两 厦 客 
到 达 时 刻 间 的 间隔 (简称 到 达 闻 隔 ) , 则 这 些 x 互相 独立 ,和 代 且 服从 同一 分 布 


CC : 4(0r) 一 P(xi 魏 :一 | d4(z)， 《1 7 
0 
双 我 们 常 假 定 
0< “= | va4Go < mi 《2 ) 


(ii) 用 w。 表 服务 系统 为 第 ”个 厦 客 服务 所 需 的 时 间 ( 简 称 服 务 时 间 ) , 则 ww 也 相互 独 
立 , 上 且 与 不 也 相互 独立 ,又 这 些 ww 部 服从 自由 度 为 2 的 入 分 布 


尼 ，， B(D) = P(ow 过门 一 二 ( 】ceotr: : 03) 
芽 且 
0<5=| vaB() < ai 〈4) 


(iii) 服务 系统 由 一 个 站 组成; 严 客 依 先 到 者 先 被 服务 的 原则 依次 彼 服 务 ， 而 系统 每 
次 只 能 容纳 一 个 顾客 ; 也 就 是 设 , 当 系统 正 忙 " 时 (系统 正 为 划一 顾客 服务 ) ,其 余 的 顾客 
就 必须 在 系统 前 列队 等 待 ; 又 我 们 规定 忻 客 在 彼 服 务 完毕 前 ,不 能 中 途 离 去 (例如 因为 等 
得 不 耐 频 而 退出 等 ). 

在 本 文中 ,利用 Conolly2.3 的 方法 , 对 于 排队 过 程 GIVEA/1L 在 有 限时 刻 上 时 的 队伍 
长 度 分 布 以 及 它 的 繁忙 周期 长 度 的 分 布 进 行 了 讨论 , 

为 简单 起 见 ,假定 

d4(x) 一 a(z) dz， 

a(z) 为 连续 .实际 上 ,如 果 无 此 假定 ， 只 须 将 文中 的 积分 都 改 成 Sieltjes 积分 ,同样 的 讨 
葵 与 结果 仍 都 成 立 ， 

$ 4 中 行列 式 141 的 计算 是 在 华罗庚 教授 指导 下 获得 的 ,特此 致谢 . 


$2 系统 变形 


与 Wishart 在 (4] 中 相同 ， 我 们 首先 根据 X 分 布 与 指数 分 布 间 的 关系 将 问题 作 如 下 
的 变形 . 





”1960 年 1 月 11 日 收 和 到 . 
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假 疏 服务 系 攻 由 中 个 相 儿 的 服务 站 上 所 和 组 成 ,顾客 仍 以 任意 分 布 (1) 来 到 ,顾客 到 来 后 ， 
必须 在 这 个 站 都 对 他 服务 完毕 后 才能 离 去 , 而 第 ;个 站 为 顾客 服务 所 需 的 时 间 所 服从 
指数 分 布 


Ki 


wm 


本 《5) 
服务 原则 仍 为 先 到 者 先 丢 服 务 ,但 现在 添加 如 下 的 规定 :只 要 有 -个 顾客 正在 采 统 的 革 一 
站 彼 服 务 ， 那 末 其 余 的 顾客 就 必须 在 系统 前 等 待 。 因 为 顾客 在 每 一 站 所 需 的 服务 时 间 都 
近 分 布 15] ,所 以 他 在 整个 系统 所 需 的 服务 时 间 就 按 分 布 (3), 

这 样 变形 的 好 处 在 于 我 们 能 够 利用 指数 分 布 的 一 个 众所周知 的 特性 : 即 若 在 其 一 时 
列 , 顾 客 正 在 系统 的 某 一 站 秆 服务 , 那 末 写 在 这 一 站 上 还 要 和 被 服务 多 久 的 分 布 与 他 已 经 被 
服务 了 多 久 无 关 ， 

对 于 这 个 变形 后 的 系 和 芋 ,定义 状态 如 下 : 当 系 统 正 空 并 “( 诅 无 人 等 待 ,又 无 人 正 补 服 
务 ) 时 , 定义 状态 为 0; 若 队伍 长 度 为 上 〈 即 有 一 人 正和 破 服 务 , 而 其 余 ; 一 1 人 在 等 待 ), 而 
第 -一 人 正在 系 和 芒 的 第 1 站 服务 , 则 定义 状态 为 

82 一 弘一 了 十 工 
(2 的 意义 为 : 假如 不 再 有 痢 的 顾客 到 来 ,而 欲 这 个 顾客 都 被 服务 完毕 , 那 末 他 们 总 共 还 
需 轰 过 >” 个 站 )， 反 之 ,对 于 任何 自然 数 > 系统 处 于 状态 >”” 表示 队伍 长 度 为 


| + 


ji=A|2 吉 +4 一 w+1 


站 服务; 又 “系统 处 于 状态 0” 表 示 系 统 正 空闲 着 . 
用 p。(i) 及 dz) 分别 表示 原 系 和 统 与 变形 后 系统 处 于 状态 ”的 概率 , 则 易 见 
让 do(z)， 
了 大 


pi( 人 一 人 ga(z)， 


用 二 (一 1)K 十 1 


于 是 求 pn(z) 的 问题 就 转化 而 为 求 gs(z) 的 问题 . 








而 为 首 的 显 客 则 正在 第 





《6) 


3. In(z) 及 六 (zt) 
我 们 用 (5) dz 表示 如 下 的 复合 事件 的 概率 : 
(i) 在 (他 一 di) 中 有 顾客 到 来 ， 
(ii 由 于 他 的 到 来 , 系 芒 所 处 状态 就 由 ， 一 不 圭 为 mw 由 定义 ,显然 有 
ri 一 0 (0< 委 12 <R). 
在 下 文中 ,我们 将 采用 下 列 记 号 ; 
人 | 和 人 | 9 





”这 里 [x] 表 * 的 整数 部 分 。 
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四 录 一 ] 
一 一 AL 了 2 万 一 一 -一 

CD) (的 / BO=1- 王 bo， 

ca(z) 人 CCt)5u(t)， Can(t) Z(t) Du(z)， 

dz) 一 40t)6(z)， do(t) 一 4c(t)2(t)， 
显然 有 

zs(t) 一 ui(z) 一 con( 人 (at) 一 4e(Gz) 一 Z don(D)， 

又 我 们 常用 


广 (z) 一 | cz 人 (z) dt 
表 万 切 的 Laplace 变换 , 则 有 





《2) re 
1 _ 捷 

开 (z) 一 一 一 之 如 (z) 
人 


上 一 一 名 一 -三 





2 人， 
又 在 下 文中 ,需要 用 到 下 之 





引 理 1， 我 们 有 
二 cz(z)xn 一 Cr 十 《1 一 ))， (7) 
3 必 (ai 一 个 (z+ 汪 和 es 一 汪 (3) 

x 十 (1 一 zx) 


双 若 ) 二 1(z) 为 方程 
o(z+<(1 一 )) 一 从 
D 


的 一 个 7 重 根 , 则 对 任何 整数 m, 都 有 





人 cy(z)(2a 十 扩 2) 和 Met 一 (十 M2) 关 ro (1 委 ) 私 小， 《9) 
(2 村 Je 一 FF)-I(X， 承 了 于“ 拓 让 和 (10 ) 
此 处 
b(1 一 从 )XP | 
Fo 人，z2) 一 四 1712 11 
0 由 一 Fa 一 1 襄 0m GD) 
现在 规定 初始 条 件 如 下 : 当 上 = 0 亦 即 在 刚 开 始 时 ,有 一 顾客 来 到 , 并 且 毋 须 等 待 立 





* 我 们 规定 0" = 1, 0o" = 0 (2>0). 
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朗 进入 第 一 站 秆 服务 ( 故 在 上 = 0 时 ,系统 处 于 状态 由， 于 是 仿照 Conolly5 , 易 见 在 g。( 信 


及 ra(t) 间 , 存 在 下 之 关系 : 
， 


六 + | 


下 
0 


下 


dm(z) dk-m(Cz) 中 | 和 ra(5) 人 5) ds (1 委 7 魏 RD) ， 
好 一 大 





gm 人 (zt) | 二 ra(5) ee >) Gd5 (zz 一 有 ) 
由 此 作 Laplace 变换 , 即 得 
qt#(z) 一 玖 (xz) 十 yx(z) 03(z)， 
好 一 大 


q#(z) 一 don(z) 十 Sry(z)do(s) (1 和 z < 委 们 ，， 
好 一 天 





dgs(z) 王 2 13(s) Lo(z) (me > 大 )， 


对 上 面 三 式 求 和 , 因为 立 gw(i) = 1, 所 以 立 gx(z) = 二 ， 故 不 难 算得 


17 一 0 713 一 0 





ae dx(z) 
之 信 7 (z) 和 ay(z)* 


于 是 就 将 求 gz) 或 g#(z) 的 问题 化 为 求 >*(b) 或 (xz) 的 问题 
关于 xi), 我 们 有 


rkz) 一 CkCz) 十 | 忆 rn(5)ca(t 一 5 了) dr， 
一 大 
7 Kai(t) ck_m(z) 十 | > zs(5)co-m(t 5) dx (1 < 772 和 及 ) ? ) 
用 一 大 


yk+m(z) 一 | 2 rn(s)cs-m(t 一 5)d (mm > A). 





这 些 关 系 的 推导 完全 与 (12) 相 似 ， 再 作 Laplace 变换 ,可 得 
yx(z) 一 Et(z) 十 字 yy(z)28(z)， 
姑 一 尺 


z 关 +m(z) 一 co(z) 十 训 yx(z)cs_o(z) (1 委 2 委 外 )， 
好 一 大 


yzK+m(Z) 二 一 二 PNJCa-n(2) (zz 一 及 ) ， 





(12) 


《12 ) 


《13) 


《14) 


(〈14 ) 


现在 我 们 先 研究 (14) 的 最 后 一 个 关系 ,这 是 一 个 和 分 方程 , 由 和 分 方程 的 基本 定理 ， 


我 们 需要 研究 


C 事 ( 十 4 (1 一 )) ) = 紧 c#(z)M2 一 人 (SCz) > 0) 


困 


《15) 
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的 解 。 但 由 (13) 式 可 知己 志 (sz) 为 收 化 , 故 只 须 郑 罕 上 述 方 程 在 单位 圆 | 人 | < 1 中 的 解 . 
由 RoucheE 定理 易 知 : 当 只 (xz) > 0 时 ,上述 方 程 在 | 人 | < 工 中 有 有 & 个 根 (! 次 重 根 被 计算 
/ 欢 ) 今 若 以 

人 1 ， 本 人 
表 这 & 个 根 中 之 不 同 者 ,而 命 


站 人 Z5p 


分 别 表 示 这 些 根 的 重 数 , 则 有 “十 1 一 &。、 于 是 
大 1 
y +m() = 人 之 oj727 AP (zz 2 间 〈16) 


其 中 oz = ai(z) 为 丸 个 待定 的 与 台 无 关 的 数 ， 
以 此 代入 (14) 的 第 二 个 关系 的 mm 三 有 的 情形 ,利用 引 理 ,不 难 导 出 


rx (2) 一 症 六 〈17) 


最 后 还 有 oziG = 1 …， 23 一 1, 1) 傈 待 决定 将 (16) 及 (17) 代入 (13) 及 
(14') 的 第 二 个 关系 中 mm = 外 以 外 的 其 余 各 式 ， 再 利用 引 理 1， 通 过 计算 , 不 难 导 得 A 个 





线性 方程 ， 
习 jB 池 一 0 ( 瑚 一 1， 2 二 一 了 ， 
3 (ls) 
1 
之 三 。 oj 方 -1CAi ) 一 2 1 en 
其 中 
太一 9 一 1 
Bi 一 二 cx(z)(m 十 产 一 外 ) 盖 Pt (2 一 1 2 R 一 |)， 
而 
hi) 一 于 二 一 大) 一 好-K2) (Cr>> 1 (19) 
线性 方程 组 (18) 也 可 以 写成 矩阵 方程 的 形式 如 
Cuw 三 2 ， (18”) 


此 处 < 与 4 为 二 个 & 级 方 阵 : 
car(z) cr(z) .cx-s(z) 0 
co(2) .… cR-s(Cs) 0 


(0 


Am (1 一 丰 )N (1 一 2 人 《1 一 天 722- 芭 4 
一 站 逢 4《2 一 有 人 


本 
帮 (Ai) 访 (M) 思 -1(CX) 0 0) 
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而 w 与 w” 分别 表 示 & 维 向 量 


a 一 〈oall， ”0 CA 0 


2 
-一 一 0 5 Se 
(。， mg 


灿 





由 (18 ) 得 到 


1 1 

1 一 必 (z) 14 4 4 hk) ， 《20) 
其 中 |4| 表 和 矩阵 4 的 行列 式 ,而 4 0 落 在 和 矩 府 4 中 第 & 行 第 ; 列 交 叉 点 上 元 素 的 代 
数 余子 式 。 于 是 我 们 需要 求 出 |4| 及 各 个 4 的 数值 


在 求 出 >*(z) 后 ,以 (140) 代 入 (127) , 代 利 用 引 理 1 就 得 
有 


定理 1， 我 们 了 
qif(z) 一 二 一 王 他 (oa) 
全 
dm(z) 一 > ozij 忆 ji-ICA 72 一 到 ) 一 (21) 
i=1 j=1 


个 
oo 
ee 
说 " 
外 1 
一 


一 应 让 站 -Co 一 kW (mw 2P1) 


3 4 求 | 4 及 LN 


我 们 注意 :在 4 中 与 根 心 对 应 的 各 列 都 可 以 通过 对 它 前 一 列 求 导 ( 关 于 思 ) 再 乘 上 ) 
而 得 , 作 变 换 办 = e",， 则 与 x, 对 应 的 各 列 就 可 以 通过 对 写 前 一 列 直 接 求 导 (关于 x,) 而 
得 .依靠 这 个 性 质 ,就 能 把 |4| 及 4 心 求 出 ， 

定理 2 我 们 有 
人 (1 一 Ar (1 一 大) 


区 














4 一 
1 ER 《一 1 以 六 人 有 2 (一 1 人 -以 芭 : 
[加 有 -Ga) 1 
= 于 也 人 OA 
落 二 人 本 1<A4<v 芭 4 
证 . 不 妨 假设 站 疡 5 疡 … 1。 当 站 一 …:=A=1 而 4 一 &,， 亦 即 方 程 (15) 


的 根 都 是 单 根 时 ,容易 证 明 ? 
1 一 总 六 大 
1 1 人 


一 
14| 人 人 AR: 要 可 和 有 人 


yy 一 ! 一 T1<n<uv 扩 k 











1) 例如 见 ds 区 CoMHEHCKB 汪 和沙 的 “高 等 代数 习题 >-- 书 中 的 第 272 题 . 
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此 即 (22) 的 特殊 情形 . 
nn &, 代 首 先 给 与 2 ,7 对 应 的 人 一 Re .…… 105) 以 确 
定 的 足 标 半 三 z(0，……，1) ， 然后 用 数学 虽 煌 法 证明 之 . 命 2%(1,.…… ,1) =1, 和 并 规定 当 
记 / 


杰 (一 1) 世 之 人 ( 信 -D, 或 工 w-D= 荆 以 - 一 1) , 但 太一 有 人才 站 二 大 


时 ,有 z(4 ……，p) < zy 近 间 当 。 二 工时， 前 面 已 经 证 明定 理 的 成 立 . 
今 届 0， .……， 1 为 一 组 适合 1 之 黑人 之 1，11 十 AN 十 4 三 和 8 的 自然 数 ， 若 站 三 1 
则 有 5 三 … 三 /三 1, 定理 已 经 证 明 , 若 站 > 1, 我 们 作 变 换 
一 er (一 1 .1)， 


则 易 见 
RS 
4(11，.… ，15) 一 lim ( 艺 ) 2 
才 一 ?六 1 LX 
此 处 
| el-%)xl (1 sa &)a-ze (一 4)z1 (1 一 人 )x e(L 一 《)x2 3 
| 
隐 ) | 
人 芝 ， 习 19 21 本 2 (一 1)4-2e-zl 一 5 CC 一 xz2 
刀 (e*1) …， 加 (e*) je2) ， 





因为 与 DGx; xi, :…，xn) 对 应 的 足 标 妹 小 于 za …，2)， 故 根据 数学 归纳 法 假 届 可 得 
DCxzi;i xl, ,xp) 一 [ 1!21!. (1 一 1)) 从 | [ ES 


yy 一 2 (1 WE ") 2 和 A 上 一 v< 太 


L1L 万 
1!2!.……… (0 一 2)! [全 -tooa x 和 
(1 一 exl)4-1 人 下 本 











1 ce 
1 X 
对 DGCri xz ,xzi) 求 站 一 1 重 导数 (关于 zx), 再 合 x 一 2 就 得 (22) 式 . 

对 于 4 也 可 用 同 法 求 之 ， 但 我 们 不 能 得 到 一 般 的 公式 . 下 面 只 就 几 个 特殊 情形 列 
出 其 和 结果. 这 些 和 结果 的 获得 ， 可 以 通过 上 面 的 方法 ， 也 可 以 通过 其 他 方法 〈 例 如 依靠 
anneeB 与 COMHHCKH 站 所 著 " 高 等 代数 习题 " 书 中 第 281, 286 题 的 帮助 ) 算得 . 

(TD 2 一 下 一 …. 一 大王 1; 亦 即 方 程 (15) 在 机 < 1 中 的 根 全 是 单 根 。， 此 时 

| Ai - A 。 人 二 “| 

4 一 (一 1 | 和 一 
条 
= (一 1 下 (ov 一 2)， 


yy 一 1 1 和 4A<vs 魏 
Y 寺 了 A，y 关 


(ID 4 三 1 三 &; 亦 妇 方 程 (15) 在 | 人 | < 1 中 只 有 一 个 & 重 根 。 几时 
| MI. (1 一 外 2 (1 一 下) 放下。 (1 一 帮 AI 
dii 一 (一 1)4t+z | 和 





1 《一 1 (一 1 (一 1 
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一 (一 1) 1121 (一 2)1 ER GA-i 
其 中 ce 表示 由 一 1, 一 2 一 已 一 1 中 每 灵 取 2 个 的 所 有 能 乘积 之 和 , 
(ID 4 三 2, 0 一 8 一 1) 王 三 1; 亦 即 方程 (15) 在 | 人 | < 1 中 有 一 个 和 一 工 重 根 及 
一 个 单 根 。 此 时 
对 (1 一 人 1 一 AI 








Li = 二 (一 人 和 
| 
K 一 1 _kkK-D 
一- 1 2! ee 一 2? ! 9 | 人 2 Gk_i-i(D) 
(一 2)! 之 (一 1) 2 人 Tar oem 1 


v 一 1 
(1 下 本 更 一 1， 
其 中 ao(z) 表示 从 一 1…… 2 十 1 一 ky 一 1 一 An 工 一 和 中 每 灵 了 到 请 沾 的 所 有 下 
能 乘积 之 和 ;而 
Nt ..。 (1 一 At2XI 一 -了 


2 
(GV) 三 & 一 11 三 2 三 :三 Mk- 一 1。 此 时 方程 (15) 在 | 人 | < 1 中 有 一 二 


重 根 , 其 余 都 是 单 根 ， 
(和 一 1)XNe NE XIA | 
-Al 二 (一 1) 人 
有 
有 一 1 
一 《 交 一 JU 区 ， (一 Er 可 (， 5 沁 放 
下 2 和 4A<v<R 一 1 


这 里 ac* 表示 由 和 2,，:…， Mk-l 中 每 灵 取 也 个 的 所 有 可 能 乘积 之 和 ; 


1 一 1-K | 
Me 


人 
区 1 六 (Ai 下 MXx-1) jj (2 一 AM) ， 


1 和 4A<v 委 & 一 1 


Mt (1 一 AN NA 0 和 


4 一 (一 1 0 
[Eee 


太一 1】 
(一 IJ 本 
?7 = 1 AR 2 党 1 


$ 5. 售 忙 周期 长 度 的 分 布 


繁忙 周期 的 长 度 有 两 种 计量 标准 ,一 种 以 周期 所 经 历 的 时 间 来 衡 度 , 另 一 种 则 以 在 此 
周期 内 受到 服务 的 顾客 总 人 数 来 计算 . Conolly 在 [3] 中 引进 了 一 种 方法 , 据 此 可 以 同时 
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得 到 以 此 两 种 不 同 单位 来 衡量 的 繁忙 周期 长 度 的 分 布 ， 在 这 里 ， 我 们 将 采用 他 的 方法 来 
讲 论 CT/EA/L 的 情形 . 
我 们 以 上 * = 0 作为 繁忙 周期 的 开始 时 刻 , 亦 即 在 上 = 0 时 ， 有 一 厦 客 来 到 , 代 且 立即 


破 服务 , 
用 Pu(z) dz 表示 繁忙 周期 在 〈 一 2 引 中 移 千 ， 且 在 此 周期 中 共有 思 个 顾客 受到 服 
务 的 概率 ,于 是 





mm | PC(z) Ciz 《23 ) 
D) 


《 


就 表示 在 一 繁忙 周期 中 共有 和 疡 个 顾客 受到 服务 的 疾 这 ;而 


PIC 一 和 Pt) dt (24) 


旭 表 示 第 忙 周 期 在 (z 一 dt, z] 中 儿 千 的 概率 。 我 们 的 目的 就 在 于 求 P。(z). 

对 于 活 合 z2 十 z 志 2268,2 志 8 十 2 的 自然 数 z,2 我们 用 jd 表示 下 述 
复合 事件 的 妆 率 : 

(i) 在 (0,z] 中 始 和 终 是 繁忙 的 ， 

(iD 在 (* 一 必 s *] 中 有 顾客 到 达 ， 

(ii) 由 于 他 的 到 达 , 系 统 (变形 后 的 ) 所 处 的 状态 转 为 ” 十 1， 

(iv) 当 此 顾客 到 达 时 ， 第 | 衬 元 工 | + 个 顾客 正在 季 术 的 第 mm 一 《| 王 元 二 | 站 上 
被 服务 . 

是 在 Pu(i) 及 加 wz) 间 就 有 次 之 关系 : 


PiD) = 入 和 站 ， 
D 


〈25) 
开 (Com 一 TD) 
已 (zt) 二 | 六 并 人 1 3) dx (zz 之 -和 国 
7 一 1 
于 式 的 推 求 与 Conolly[3] 中 完全 相似 ， 作 Laplace 变换 ,我 们 得 到 
《23 一 了 ) 大 
CD 一 全 改 -5() 一 六 Ca ra (2)， (257) 
全 rr 一 1 
现在 对 于 固定 的 > 凡 ， 谷 
F,(y,z) 一 之 有 矶 (sz)y”， 《26 ) 
本 


此 处 和 号 的 意思 表示 友 过 一 切 适 合 此 同 余 式 的 自然 数 mm; 又 命 


[IT(y，z) 一 业 和 (2 


07 一 1 


则 有 


国 (ya) 入 【Ca) 只 十 并 必 COPiG ay (27) 





1) ce12 卖 示 a 能 整除 2 . 
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于 是 问题 就 转 为 求 F,(y，zx). 
对 于 sz) 9 我 们 有 次 之 关系 
C。-Ii(z) (m 十 半 一 28，72 < 安 允 ) 


711 十 了 一 2 大 


5 errrameE < < 2， vc 





| s ee (xm 十 7>> 2 P28); 


7 一 1 


作 Laplace os 


「 Cnm=i(z) (mm 十 了 一 2 12 安信 )， 
1 2 十 天 一 2 大 
| 人 -kr(z)Ce_(z) (加 十 2 > 2 和 22 < 志 28)， 
因 xz) 一 人 (28 ) 
| 
j 好 上 
| 和 大 12 十 好 一 部 一 六 (z ) 让 (人 77 十 72 Er - 2AR 。 7 之 24& ) . 


L rr 一 1 


于 是 通过 计算 , 不 难 证 昌 


FF”(7y， z) 下 CO 二 和 Ke Ye 人 7 ) 《R 人 女 2& ) ， 
了 之 多 
F*(y,s) 一 2 CCs)yPA-t(y，z) (r > 2A)， 


YY 二 0 


与 $ 3 类 似 地 应 用 和 分 方程 的 理 基 可 以 解 得 


严 


二 


Ps 一 本 ay 一 下 中 的 网 -ITAC )5 《29) 


一 1 7 一 1 





其 中 


AL， “ ”Lp 


表 方 程 
s(z 二 你 一 - *y)) 一 x: (is) > 0, |y| 过 1 


的 各 个 不 同 的 根 , 而 站 ,:…，,A 则 分 别 表 这 些 根 的 重 数 ,又 wz 由 线性 方程 组 


天 


> 写 ay 凡 王 YCei(z) (一 1 A) (30) 


ii 二 1 = 
所 确定 ,此 处 
二 


y 男 = CC)y( 一 十 TD (< < 从. 
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SOME RESULIS ABOUT THE QUEUEING SYSTEM CG1/E/1 


WU FANG 


(Lostitttte of Meatheniatics，4cadeniia Sice]) 
人 ABSTRACT 


Let GT/ EAX/1L be a queueing process as defined in Kendall00. 

Applying the method introduced by Conolly 避 ，we obtained the distribution of the 
queue length at any finite time。 The main result can be described as follows: 

Theorem。 Let pn(t) be the probability that the system is in state mn at time !，and 
let 


2 


bz(z) 一 | ebpn(t) dt 


0 
be its Laplace transform ，then 


弛 大 大 
| 好 (z) 一 宣 4 》 ejj 开 ji 12 一 人) 一 


13 一 (办 一 1) 太 十 1 1 


有 忆 K 一 1 
4 四 和 2， Ci 了 ， Cr-m(z) (> AS 人 2 (zz 0)， 
ii=1 7=1 7 


一 1 


着 (人 一 工 一 六 天 () 


名 7 二 1 





where 人， ……，A5 are the distinct roots of the equation 


罗 -:[z+zd-D] 
人 。 0] 4d(D 一 (Cs > 0) 


0 
in the unit circle | 人 | < 1， and 1 …，15 are their multiplicities respectively; the coefficients 
oij are determined by the matrix equation 





1 1 
《44 Li2)， Li) ， 


(all ， CQ111 ， C21，” ""，021。， 2561 0 一 二 - 
1 一 es(zs)124| 


where | 好 | is the determinant of the (R X &) 一 matrix 


1 
站 
(一 1)2 一 7 2 二 本 (一 1)4-171 
Jo 思 -CD) 7 思 -IC ) 
and 4 is the cofactor of akiz in 4，and j(A) 三 六 思 () 三 人 f-i(C)Cr > 1)， 


1 一 人 
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1 
EN 





下 (人 ， 112 ) 人 二 下 -1(X， 112 ) 。 


By calculation，we have 





人 1!1 21 (1 一 1)1 )， 查 503+D 一 :i an 
本 山 (1 一 1) 和 了 国 
For 4 必 ，four particular cases have been considjered here，namely 
(D) 4 一 AAA 一 一 大 一 1; 
(IJ) 4 三 1, 7 一 A; 
(IIID) 4 三 2,14 王 & 一 1, 7 三 1; 


(IV ) 1 一 & 一 1, 0 一 2, 102 一.…' 一 -li 一 1 


We concluded this paper by considering the Busy Period in relation to GT/EA/1 as 
Conolly in . 
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具有 时 浅 微 分 方程 柔和 统 稳定 性 
张 


《山东 大 学 数学 系 ) 


关于 时 清 微 分 方程 系统 的 JImnyHoB 第 二 方法 的 应 用 ，B. C. PasyMHXHH 在 [1] 中 给 
则 了 许多 基本 结果, 这 些 和 结果 与 一 般 的 JIrnyHoB 第 二 方法 是 很 相似 的 .在 [2] 中 讨论 了 
按 一 次 近似 渐 近 稳定 性 具体 的 构造 JJmnyHoB 夯 数 . 吾 . 且 . KpacosBcKgHH 在 [3] 中 系统 地 
总 结 了 这 方面 的 工作 但 对 于 各 种 类 型 的 时 清 微 分 方程 系统 , 如 何 建造 JanyHoB 西数 ， 
还 需要 进行 工作 . 

本 玄 对 于 几 个 类 型 的 时 滞 微 分 方程 系统 ,提出 了 满足 洒 近 稳定 性 的 JImnyHoB 丁 数 的 
建立 方法 ， 这些 系 和 统 的 类 型 如 下 : 


CXi 


ii pas(Dxzxz 一 们 全 一 1 2， 7， 
ct K=1 


2 Y aik(t)xZk 十 六 pik(t)xzktkz 一 5) (人 一 1 2)， 
ct &R=1 R 一 1 


了 2 


和 一 王 olDme + 并 pnDa(e 一念 +gi(o ac 
z K=1 =1 


xa(z)， xz 一 大) xn 一 玫 )) (z 一 0 5 ?2 ) 
芭 及 
人 2 二 (2+e)+9 人 aa 
等 ， 其 中 时 滞 4 分 为 两 种 ,一 种 是 常数 ,一 种 是 时 间 变 量 的 款 夭 本 数 , 0 和 &D 委 


1. 控 一 次 近似 的 新 近 称 定性 
我 们 现在 研究 具有 时 靖 微 分 方程 系统 
2 一 aikxk 十 二 px(t)xk(z 一 和 (>D) 人 一 1 2, .2)，(1.1) 
这 里 ,4 为 常数 方 障 BC 为 上 在 区 间 了 = [0.om) 上 之 连 乱 有 界 本 数 ,我 们 熟知 ,可 以 经 
过 一 个 非 异 的 线性 变换 将 (1.1) 化 为 
d 


和 一 Jy 十 B#(t)y(t 一) (> 0)， 《1.2) 
坟 


其 中 
8 从 ae C”BCC 1 六 0。 





* 1960 年 2 月 17 日 收 到 ， 
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J] 三 AMi 1， Mi 一》 1]， 
Ada ia Ai 
| Mk 1 ej 7 
Qioeeeo 5 太 ， 1 表 若 当 块 的 阶 数 , 


各 过 这 样 变换 , 渐 近 稳定 性 的 性 质 工 不 改变 . 
这 样 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 老 (1.1) 之 一 次 近似 系统 平凡 解 是 新 近 稳 定 的 , 且 满足 条 件 : 


NV< 二 一 (1.3》 


72 


GCV 一 max {sup|jprxk(i)|},w 王 一 maxf 人 (is 一 max{ls|)) 
1<ik<z 7zEr 1<i<n 1<r<m 


( 注 : 珊 1 都 是 实 根 ). 则 (1.1) 之 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 . 
证 ”我 们 只 要 证 明 (1.2) 就 可 以 。 作 画 数 如 下 : 


re(0)) = 工 袜 从 十 op > 凤 (9)Z0 (1.4)》 
2 x=l 一 和 =1 
ON 
人 


拯 


一 喇 Mky2Cz) 十 e( 一 1) > yt 十 mm > 7y2Cb) 
=1 =1 


一 1 


-oz 二 yi 一 人 +NZ(OIZ bc-9D)< 
K=1 K 一 1 =1 


<- 拒 -小 计 sg]- 


一 1 


一 及 三 (lwOI 三 |yk(z 一 力 ) |) 二 [三 yA(z 一 人 | 《1.57) 


很 明显 ,只 要 (1.5) 中 之 { 正定 , 则 人 负 定 . 我 们 考察 (1.5) ,将 它 看 作 交 个 


[1.2] 


二 次 式 之 和 ,其 形式 为 : 


长 9 洒 且 za 一 二 


os Rs (1.6)) 








: sooeseeseesesees 全 间 刘 证 人 人 介 和 和 本 和 放生 和 证 各 和 和 人 和 和 和 和 和 让 太 和 和 和 和 和 和 和 (1.6?) 
二 一 6 一 户 |>3(z) 一 My 1y。(z 一 妨 | 十 ny3(z 一 | 
































AR (1.6，) 
一 一 雪 一 zw 一 Myn(i| ys(z 一 引 )| 十 Py2(b 





由 于 (1.6).…(1.6,) 中 之 系数 完全 一 样 ,因此 ,我 们 只 要 其 中 任 一 个 在 什么 条 件 下 是 
正定 画 数 , 则 好 个 二 坎 式 均 为 正定 医 数 ,从 而 全 11 2] 为 负 定 。 
任 取 


| 和 人 o| yi) 一 NGz 一 如 | 十 Pit 一 )。 


好 2 


4| 夺 一。 一 本 < 《1.7 ) 
成 立时 , 则 此 二 次 式 正 定 。 很 明显 , 当 
民 一 多 -一 8 


时 ,(1.7) 之 左 达 到 最 大 值 , 故 有 


一 
了 2 


di [1.2] 
就 可 作出 下 如 (1.4)。 它 为 正定 且 具 有 无 穷 小 上 界 的 画 数 , 沿 着 (1.2) 的 解 的 导数 负 定 , 故 
定理 得 证 . 


要 指出 ,这 样 的 s 是 可 以 为 任意 小 的 正 数 ， 因 此 ， 一 一 se > 0. 


而 这 是 满足 定理 的 条 件 的 . 故 生 在 此 条 件 下 负 定 ,于 是 我 们 只 要 取 闫 一 和 


我 们 将 用 上 述 方 法 ,研究 一 次 近似 系统 为 具有 变 系 数 的 情况 ， 屋 微分 方程 系统 为 


弛 
EC 


ait(ixz :十 ZikCxzkt 一 6) (人 一 1, 2 7)， (2.1) 
2t KR=1 R=1 
这 里 
B(CD)ECGT)， 4(CGDecGrD, TI 三 [0，o)， 
我 们 有 下 面 的 定理 
定理 2。 对 于 (2.1) 若 满足 下 述 条 件 : 
(i) 4( 之 对 角 上 元 素 恒 小 于 某 一 负数 ， 
(ii) 


炒 
六 一 N> 了 
了 


上 、 
> 
YA 
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这 里 ， 
max {sup ar 人 (ti)} 一 M<0， 一 M 王 Mr， 
1<i<z rEr 
max (sup| ok 一 
1<1 寺 R<72 rrE 
max se sup| bzk(z) | } 一 
虽 (2.1) 之 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 ， 
证 ”作画 数 
(zx(9)，= 工 三 := + mo ， 民 : (0)20， (2.3) 
-于 是 有 
丰 . = = 工 4 
人 i 洒 大 
十 147z 3 Xk(Ct) 一 1 3 xt(t 一 大) 十 
R=1 业 1 
中 >， [= 汪 Zik(Ct)xXK (CE 一 人 | < 
1i=1 k=1 
Mt 和 
和 
三 | xi)| | xx 一 )| 十 
ti =1 太 = 
+ EC 必 上 | (2.5) 
2 
村 ,可 以 得 到 当 
李 过 机 
时 , 颈 为 负 定 。 因 而 定理 2 得 证 . 
di [2.1|] 
.时 潍 为 时 间 : 的 连结 有 界 本 数 (0 科 &D 委 念 
设 微 分 方程 系统 
一 ok(Dxt 十 pkDxtG 一 MD) (=1,，2，…，m)， (3.1) 
KR=1 KR=1 


我 们 有 如 下 的 定理 ， 
定理 3 对 于 (3.1) , 若 满 足 条 件 
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(i) 4(z) 之 对 角 和 线 上 之 元 素 恒 小 于 一 负数 ; 

(ii) 4[Ms#uw(tD)/m 一 Wi)/22 一 N 一 上 afl 十 大 (] > JoD; 《3.2) 
《这 里 的 M*, N, 矿 都 和 定理 2 中 一 样 ) 则 (3.1) 之 平凡 解 是 放 近 辣 定 的 . 

证 ”作画 数 


FGx(0)，z) 一 二 必 (z) [三 | 十 mn xzti(D)d0， (3.3》 


司 ee 一 和 


这 里 , yt) 满足 0 < 国 委 水 委 ). 


私人“oso+m[<ol- 


0 


广 


一 /7 天 > xtR(z 一 Ci)) 芽 十 大 (r)] 十 工 4a| =iCD| 生 
KR 一 1 2 站 一 





<-|( 巡 wo 一 4O-w-ejr( 三 xio)+ 


十 zu(1 一 MD xk(t 一 1Cz)) ) o 
玉 三 1 


-my 二 1z(D1lzeG 一 AD)1| (3.4) 
i =1 大 =1 
和 以 前 一 样 . -2 开 鱼 定 问题 完 
和 以 前 一 样 ， 2 [3.1] 之 和 质 定 问题 ,完全 由 
4 | 委 wa 一 %z) 一 N 一 "| pz[l 一 不 (D)] > Wo) 《3.5》 


决定 ,于 是 定理 得 证 . 
现在 ,我 来 分 析 一 下 (3.5)。 很 明显 ,我 们 看 出 [1 十 大 (o] 与 


| 所 :wo- 二 waD 一 一 “| 


要 闻 号 。 可 分 成 下 面 商 种 情形 讨论 之 : 

1) [1 一 AD] <0, 这 时 , 必 有 Ai > xz。 而 此 与 假发 中 之 zt) 有 界 祖 了 矛盾 ,故此 种 
不 发 生 . 

2) [1 一 AD)] > 之 0, 则 必 有 











[ae 妈 2 - 了 本 > 
亦 邹 
广 二 由 D) 一 M* 二 WOD) < 一 CN 二 站 
或 
yt) 一 2Ms#b(z) < 一 2zCN 十 四 )、 《3.6) 
3 < 2M* 一 22(N 一 内 <2M* 一 22CV 土 由、 《3.7) 


儿 (z) 几 (z) 人 
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5 (2M*# 十 ln 1) 一 V， (3.8) 
2 
则 | 
基本 曙 2 (2Ms 十 ln7)， 
了 2 


代入 〈3.7) ,积分 之 ,得 


Jz) < 甸 (0)M， (0) 一 工 十 )。 
这 样 就 衣 明 了 ,对 于 给 定 一 个 画 数 册 it， 办 委 灿 6 委 , 由 ,AM ,222 几 个 确定 的 数 可 


以 逃 定 一 个 参数 mm 一 2 (2M* 十 nj) 一 N, 就 能 够 建立 满足 要 求 JImnyHoe 画 数 ， 


4. 经 拔 下 时 潍 系 渐 近 稳 定性 
我 们 考虑 经 扰 时 滞 微 分 方程 系统 


Lv; < 
-一 > oktxt(i 十 Dik(t)xk(t 一 万 十 Pi(t xi(i、 xzn(t)， 


GZt K=1 KR=1 


好 


2 一 2 一 让) 必 1 2， sq) 全) (4.17》 
和 


一 之 aik(t)xk(i) 十 之 zh)xzk(z 一 MD) 十 it aa(i， xn(i)， 
太一 1 炎 =1 


xi(1 一 人 ID)， En xaktz 一 下 ))， 4 一 1. 是 5 1z) ， 《4.2) 
其 中 9P 总 是 多 足 条 件 : 
| Pi(z， Xi(t)， 0 Xa(t)， YX 2 (t ee A(z) ) ， Fo xza(z 四 ACz)))| 二 
<B(ZlxDOI+ 忆 lz 一 AD) 有 (43) 
k=1 k=1 


应 用 前 几 节 的 方法 可 得 如 下 的 定理 : 
定理 4 对 于 〈4.1), 若 4 之 特征 根 均 具 有 负 实 部 , 且 满 足 条 件 : 


一 一 个 + 辣 >N tp， 《4.4》 
则 (4.1) 之 平凡 解 渐 近 稳定 性 由 其 一 次 近似 来 决定 . 
证 ”作画 数 
rst 罗 六 二 于 本 “| ” Y xi(Cb)d0， 
2 KK=1 证 
则 得 
CQ 


人 让 CT 8][ 壮 | 防 


弱 


-w+ 月 工 (laG| 是 leeCe 玉 站 + 加 [ 王 si 一 全 G3) 


三 1 


1 二 1 
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按 条 件 〈4.4), 则 定理 得 证 . 
同样 可 得 到 对 于 系统 (4.2) 的 定理 . 
定理 5. 对 于 (4.2) , 若 满足 条 件 : 
《iD 4(z) 之 对 角 线 上 之 元 素 恒 小 于 一 负数 ， 


。。 NM 要 『 / 213 
GD 让 扑 wo 一 工 攻 CD) 一 N 一 严 一 8| 0 一 MD > (PP + B)WRD (45) 
草 (4.2) 之 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 
证 略 . 
5. 一 类 三 阶 方 程 
我 们 戎 虐 如 下 的 三 阶 非 线性 方程 : 

















全 + 2 + 动 (2+ 玫 )+g( 玫 ) 上 KeG 一 MKD)) 一 0， (和 .2 
《1.5) 具 有 如 下 的 基本 性 质 : 
(\i) pk(0) 三 儿 (0) 三 大 0) 三 0， 
《ii) If(x)| < 工 ( 常 数 )， 《5.2) 
(这 0 
》 X 
(Gx 和 0,y 关 0,z 关 0). 
出 我们 有 下 面 的 定理 . 
定理 6. 对 于 (5.1) , 苦 满 足 条 件 : 
《il) 了 
7 4 
本 山 (z) 虽 Z EN (5.3) 
Z 4 
唱 (《5.1) 之 平凡 解 是 新近 稳定 的 . 
证 ”将 (5.1) 变 为 下 面 的 方程 组 : 
本 9 
dt 
空 一 zz 一 CCy， 45.4) 
妈 = 一 GO) 一 地 (一 Ke 一 | fx 0 十 0))40. 


现在 我 们 对 (5.4) 来 作 JrnayHoB 本 数 ， 作 酚 数 
(xz(0O)，y(09)，zx(O0)) 王 a | KG 十 fx)y 十 |. oO(Cv)dyv 十 x2 十 


< 一 


十 2 | CFCO) 二 0))a0 | 2 1 (55) 


这 时 ,我 们 可 以 指出 (5.5) 是 正定 的 ,事实 上 ,我 们 只 要 能 够 旋 明 
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4 | f(E)dE 十 FGxz)y 十 | 了 国 《5.6 ) 


是 正定 的 束 够 了 . 
今 往 证 (5.6) 为 正定 ,这 个 证 明 是 巴尔 巴 辛 由 提出 的 . 


a | 帮 E)4E 十 jx)7 十 | p(y)dy 二 
_ oow+Keor [Ke 下 woow- CD 


加 4 人 9p(y)dy 4 | 9p(y)dZy 








当天 0, | CO)ay > 0， 当 x 尖 0,y 关 0 时， 


|(4 .fre)a) 9p(y)dy 一 oo)| 一 4 | fG6)| | 人 (。 下 ee Ge) )yay| 闪 


因此 , 按 条 件 (5.2)(i), 则 (5.6) 正 定 。 同 时 ,很 明显 ,(5.5) 是 具有 无 穷 小 上 界 的 . 
现在 我 们 沿 着 (5.1) 求 了 的 全 导数 ,得 


人 11] 一 一 oO)y 一 4 二 PaD7Hz(D| Cr(t+O))y(: 十 0)48 二 
di [5.1] 一 AD 


+ 甩 | ED 一 e+0140+P| Do 一 2(e+0120 
按 (5.1) 的 基本 性 质 ,可 得 下 面 的 估计 趟 : 


< 人 一 (zx PCy) ER 本 中 (xz) -2 “0 
di [5.1] y fo )， ma- + 上， zlzCD1lyCe+6)128+ 





+ Eee+ OECD 一 we+O140 


+ De+o9la0= 一 作 | -222-reo 一 可 >- 





一 [|y(Co||z(Gz 十 0)| 十 mxz(z 十 09)]d0 十 人 [Ce Y(z) 一 忆 ) 一 一 


一 [|z(D)|ly(G 十 9)| 十 pm2yzCz 十 9)]20. (5.7) 
银 据 定理 条 件 ,(5.7) 的 右 端 的 被 积 男 均 为 正定 , 故 Fa 负 定 ， 因 而 六 确 为 满足 (5.1) 


平凡 解 潮 近 稳 定之 JJanyHoB 画 数 ,于 是 定理 得 证 . 
这 里 ,要 指出 ,\5.1) 是 较 巴 尔 巴 辛 所 研究 过 的 三 阶 类 更 广泛 得 多 . 
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06 yCT0OYMUWHMB0CTWH CWHCTEM C 3AnA3IAbIBAHWMEM 


可 六 KaH CIHO 攻 -MIHH 


(17QH6OHBCHKUE YUEEPCUIIC11D) 


Pe3IOMe 


B HacToIIe 首 pa6oTe paccMaTDHBaeTCH acCHMIITOTHJqeCK3a8 YCTO 关 HHBOCTP TDHBH3aJIPHOTO 
peIIeHHA CHCTeM YD3aBHeHH 阁 


一 ， aikxk 十 六 Oak(z)xzk(E 一 天)， 二 呈 加 
k=1 k=1 


全 一 12) 


但 


ci -- 2，aik(t)xzk 十 3 Pik(t)XZkCE 一 四) ， 《1.2) 
dt 让 二 了 KK=1 


外 
2 一 光 uik(z)xk 十 世 px(Dxk(z 一 丰 十 pity xi(0)， 
xn(t)，xi(z 一 左 ) ， 0 了 〈1.3) 
[lo4<e( 三 ml+ 王 la- 人 


于 本 


2 十 2 十 吉 ( 人 (2 十- 玫 ) + 人 (全 


rne 9(0) = y(0) 一 X0) 一 0， 天 > ao> 0 全 辐 > > ont > o> 


了 
包 





=) 十 帮 x(z 一 4))) 一 0， (1.4》 









JMMPL DOJIYV9HM CJIeXyYIOIIHE TegpeMBI: 
TeopeMa 1. Ecma KopHH 人 <xap3aKTepDHCTHqecKOFO> ypaBHeHHJ 
(ax) 一 MT| 三 


YAOBJIeTBODHIOT HebaBeHCcTBaM 


Re 人 < 一 yy (7y>>0) 


H 
着 之 一 一 天 (1.5》 
了 2 

Te 

B 一 max { sup |prx()|}，s 一 max (|ej|)}， 

1<ikK<1 0 短 上 <o 1 和 /和 % 
4 一 一 max {Re]Ni); 
1<i<n 


TO DeIIeHHe xi(z) 一 0 CHCTeMBI (1.1) 3cHMIITOTHHeCKH ycCTO 首 qHBO, 
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本 okKka3aTeJIPCTBO. PaccMOTDHM 中 yHKIUROHa3aJI 


(xz(b)) 一 冯 > ou 袜 si(0)20. 
下 = 1 


AR=1 
BprqHcJIRg DDOH3BONHYIO OT TY BIOJIP TpaeKTODHH CHCTeMPBI (1.1 )，HMeeM: 


ZI G 
二 
di Cuiy 人 虑 站 之 kz 


-8 荆 (lwol 三 la)+mZric 一 名 


了 =1 





ilo (1.5)， F 汪 信 Pbrla OUpexeyJteHHO-OTDHUaTeJIbHO 首 ，H _ CcJIeXOBaTeJIbPHO， PerueHHe 
dz 
ci ti》 一 0 CHCTeMPI (1.1) acHMNTOTHIJeCKH yYCTORSHBO. 
TeopeMa 2。 Eco mg CHcTeMPBI (1.2) 
一 max 人 sup oilt 有 一 NM 六 
1 和 ii 窒 7 0 委 上 <o 
H 
总 
是 一 时 和 J7 ， (1.6) 
了 
re 
媚 一 _max (sup | aik( 切 | 》 开 于 一 ,max ( sup |bzk(D|)， 
1 和 7 关 kK<1z 0< 和 ti 1 < 庆 和 4 0<t 


TOr DeHIeHHe xi(z) 一 0 CHCTeMEI (1.2) acHMOTOTHqecKH ycTOEzqrB0。Ecna 到 一 ACID)， 


0 及 4D 反 下 国 苹 Ai 日 
| 已 wD 一 二 二 4D 一- N 一 中 wa -AD) > mo， 


TO_ peITWeHHe xi(z) 一 0 CHCTeMPI (1.2) acHMDTOTHJecKH ycTOEqHBOo. 
TeopeMa 3。 Eco TI CHCTeMBI (1.3) M* 


姓 一 (本 + 有 > 到 十 有 ， 


， 刀 HE B yaoBJIeTBOpDHIOT HepaBeHCTBYy 


TO _peIIIeHHe xi(t) 一 0 CHCTeMPI (1.3) acHMIITOTHHeCKH YCTOEdHBO。 
TeopeMa 4。 EcnH ug ypDaBHeHHH (1.4) D, 山 H yosJIeTBODHRIOT HepaBeHcTBaM 


， 0 人 2 
(i) 二 矿 (x) > 1 十 忆 


下 


(i) 5 汪 十 妇 ， 
先 4 应 


TO0 peIIeHHe xi(z) 一 0 yYDaBHeHHJ (1.4) acHMIDTOTH9eCKH yYCTOEqHBO. 
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关于 贺 内 具有 两 个 例外 值 B 的 全 纯 函 数 22? 
攻 理 痢 


(福建 师范 学 院 ) 


吕 | 书 


1. 对 于 在 单位 圆 内 的 亚 纯 西数 九 xz) 能 庆 来 教授 借助 于 密 指 标 NW (r,wx) 导入 例外 值 
及 的 定义 上 2 ， 而 于 了 不 取 0 且 容 许 1 为 例外 值 下 的 全 纯 夯 数 , 他 证 明了 一 个 界 固定 理 虽 
有 类 于 著名 的 灼 特 基 (Schottky ) 定理 局 . 

本 文 于 值 1 的 假 届 易 j 为 fj 时 ,我 们 证 明 一 个 定理 类 似 于 密 遍 达 - 伐 利 隆 (Miranda- 
Valiron) 定理 久 . 关于 此 定理 的 旋 法 原则 上 我 们 系 循 能 氏 和 给 与 密 伐 二 氏 定 理 一 个 新 证 
明 !*“1 中 所 用 者 ; 他 所 得 的 围 界 在 精密 度 上 实 已 达到 所 期 待 的 结果 ， 但 在 灼 氏 定理 中 项 


log 一 及 常量 lag 可 不 存在 ， 而 能 氏 定 理 中 含有 此 二 量 消 为 美中不足 有 如 他 所 指出 


帮 0) 
者 .我 税利 用 亚 纯 男 数 太 2) 容许 0 及 oo 为 例外 值 下 的 条 件 得 蔷 奈 望 利 秽 (Nevanlinna) 氏 引 理 


及 其 推广 于 不 含 gg 工 项 的 形状 下 ;再 于 消去 法 上 加 以 改善 得 以 消去 常量 ia 7 人 机 











获 致 诺 意 的 结果 .。 其 次 ,我 们 应 用 上 述 引 理 更 将 所 论 及 之 族 氏 定理 拓 广 于 或 并 其 纪 数 
导 ) 数 具有 两 个 例外 值 正 的 情况 5 此 外 , 奈 氏 于 其 学 理 中 当 引 用 精 缩 指 量 NGCry,w) 以 代 


VCr， 四 及 页 (而 二 有 ) 以 代 N (7 于 五) 而 得 较 情 进 的 千 果 。 我 们 于 此 姓 明 上 


族 定 理 于 其 精确 化 的 结果 亦 成 立 . 


自前 述 之 围 界定 理 我 们 可 导出 一 新 的 正规 族 定 则 及 有 类 于 和 遍 道 (Landau) 定理 的 千 
果 . 


. 预备 的 叙述 与 引 理 


2. 为 了 以 后 需要 我 们 回忆 一 个 由 布 乐 《Bureau) 所 证明 工 为 能 氏 所 改进 的 波 东 耳 
(Borel) 定理 : 


引 理 A， 改 "(r) 为 于 0 和 ” < 1 内 不 减 的 正 值 醒 数 及 sa(r) 为 同一 区 间 内 不 增 的 


有 穷 正 值 丽 数 (可 为 常量 )， 若 本 1, 不 等 式 





zz ) 二 多 十 5log 二 十 cl6g z( 尺 ) (1.1) 





1) 本文 得 到 能 庆 来 教授 热忱 的 指导 和 鼓励 ,下 于 此 致 以 深切 的 锅 意 。 
2) 本 文部 分 精 果 佛 摘要 载 于 科学 纪录 . 
3) 1960 年 3 月 15 日 收 到 . 
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于 0 委 ro<r<R<1l 成 立 ， 则 于 ro 和 7 <1 居 有 不 等 式 





"(r) < 4a(r) 十 Blog- 2 (1.2) 


”及 


4 与 也 为 仅 依 顿 于 2 与 “ 的 数字 常量 . 


3. 在 我 们 所 葵 述 的 特定 情况 下 ， 我 们 证 明 一 个 由 能 氏 所 推广 工 精 密 化 后 之 奈 氏 引 理 
的 简单 形式 ,其 命题 如 下 : 


引 理 B。 慨 j(z) 为 于 单位 贺 内 亚 纯 的 丽 数 ， 若 其 容 放 0 及 oo 为 例外 值 B， 使 于 
0<r<1 闯 足 








NCr, 0) < jlog AN 二 (> 0)， 


(ao) 则 屋 大 0) 夫 0，o 于 0 和 r < p < 1 有 不 等 式 





本 罗 we 
(-， 站 < (9 十 2A) log 2 十 2 18g | + + 2 lo 





Fe 十 216g T(p， 太 ) 
及 (1.3) 


mr， 克 ) < 一 of 十 ar lg 186g 和 十 2logTCp, 让 ， (1.4) 
p 一 7 
其 中 为 量 必 及 心 之 较 大 者 ; Ce pk 为 仅 与 数 & 及 有 关 的 数字 常量 . 
证 . 从 普 互 松 -篇 生 (Poisson- 2 导 得 


六 (z) se 1 zeN\ 1 2Rei2dZ0 
|， 二 (Rei 一 


EEC 权 2 一 | 
并 - 3 1.5 
本 一 Cn)( 民 一 Cng) 辫 。 (z 一 因 )(R 一 吏 z) 有 
其 中 |jz| =， <R<1， 


由 此 关系 式 用 习 知 的 方法 可 求 得 
172 1 7 玫 O 
(大 ) <cg2+ ?log 











| 十 lo 

















1 
lo log | 一 -一 
十 十 21g | 


十 NGCR) 一 NGr) 十 lg7TCo, 帮 ， 《1.6 ) 
此 处 0 芝 ，* <R<p<1， 根据 假 屋 (wa), 故 有 


nr， 二 ) <6log2 十 216g 16g 








7 十 2log 





及 一 和 


志 放 一 
ie 


取 尺 一 ”= 王 人 一 一 ,此 不 等 式 立即 化 为 (1.3). 





十 (十 ))log 本 十 2l8gTCo, if). (1.7) 


现在 我 们 来 证 明 不 等 式 (1.4)。 假 定 不 等 式 
(pb) 
or， 太 ) < ar 十 apl6g 16g 





十 216gT(Co, 力 《1.8) 





| 十 bplog 

PP 一 7 

于 bp 一 1,2,…),& 一 1 为 凌 理 ; 我 们 让 明 (1.8) 于 P 三 和 亦 凑 . 
从 式 (1.5) 出 发 求 & 一 1 次 微分 而 得 等 式 : 
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Li 尹 _ 8 2RezdO 


+ (一 DI Co + -| 


II<eL(z 一 cao) (CR 一 0zz) 


让 CE 
《& 1 人。 PP 已 二 (R 元 > | 《1.9) 

















多 玫 2 Pt 了 2 人 
| 乏 鸭 < 总 3791 :as 


2 天 Cg 《 


R(Cz 一 iv) 





























和 工 按 照 不 等 式 (1.8) 获 得 
m(，， 也 ) 发 后 志 呈 区 者 mr 本 - 天 
十 NGCR) 一 NGCr) 十 216g7T(Coy Ti (1.11) 


根 扩 吕 





注 交 . 若 f(z) 为 于 整个 平面 上 的 亚 纯 国 数 , 且 容 许 0 及 oo 为 例外 值 也 ,我 们 易 条 件 
(a) 为 于 0 和 ”< o 湛 足 

Nir,0) < ilg7TCry 用， NGCr， ol)<Nl8gTGry fj (> 0)， 
旭 于 0 入 <c 可 得 类 仅 引 理 也 中 的 不 等 式 . 


I. 和 春 轩 和 理 


4. 我 们 首先 考察 夯 数 不 取 雳 的 情形 . 
定理 二 f(z) 为 于 单位 转 内 全 纯 的 男 数 ; 老 其 不 取 0 且 其 纪 数 帮 ) 容许 1 为 例外 


值 妃 ， 使 于 0 < < 工 闯 足 


全 E 
wa 7 呈 二 。 志 半 log 0 站 1 以 ) 

则 届 1(0) 夭 1 于 0<r><<1， ee 
log MGCr， 丰 ) 天 二 | Fiog |1(0) 十 Kelog - ， 不 


Et 及 天 4 为 仅 与 & 和 人 主人 的 各 下 全 学 


和 4) 帮 ) 二 村 了 + 
于 全 和 下 





由 发 , 导 得 


m(-， 了 和 n(-， 大 )+ mr， 六 一) 十 2 (-， 十 log 2. (2.3) 
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慨 帮 +5(00) 尖 0， 应 用 篇 生 (Jensen) 公式 于 式 (2.3) 右 端 之 第 三 项 ， 根 据 关 系 式 
mr 用 一 了) + log11Co)| 
和 fo 关于 值 1 的 假 届 ,而 得 
mm (7 ， 2 
(及 < za(r， -) + mr， ) 1 (人 
1 人 (0 一 1 
fk+DCO 
为 要 界 转 不 等 式 (2.4) 的 右 并 , 我 们 应 用 引 理 了 中 之 不 等 式 (1.4) 于 其 首 二 项 而 挨 用 不 
等 式 (1.3) 于 其 第 三 项 ， 例 如 


天 | 
on(-， 6 一 -< (10 十) log2 十 216g 1l6g|- 





[ 卡 log 2.。 (2.4) 





十 入 log 


Re 


+ log |FCo)l 十 log gj 


1 
fwC0 0) 





二 (2.5) 
D ee 
此 处 0<r<p<<1 
注意 


log |fO(0) 一 站 十 28 lbg < 如 |fFe(0)| 二 3， 





1 
人 i 





并 消去 Fo(0)， 为 要 施行 消去 法 ,我 们 书 
lsg | fo(C0)| 一 lg | | 到 9| ， Ho) < ii 11f(o)| 十 和 | 浊 (0)| 





帮 0) 
和 伐 自 
| 厂 (0) ) 本 0 帮 4) ee 
帮 (0) "(， 全 | ( 太 
复 应 用 引 理 也 可 得 其 长 化 本 数 . 
因此 ,不 等 式 (2.4) 化 为 


mm (7 , 门 才 co 十 锥 1g ra + sg |fCo)1 二 log 1f(0) 十 
| 信 





1 / 1 
十 dr log 一 一 -一 十 61l8g mm (of)， 
Fr+DU0) 人 Do 一 > 人 (o 


经 过 一 茧 季 化 手续 ,上 述 不 等 式 可 芭 如 灵 的 形式 : 
ma(Czyf) < 4x16g | 大 0)| 十 1Ig 吉 果 十 Bxlog 二 Chlog mp 帮 ，〈2.6) 
8 抽 
44k，Bk CU 为 仅 与 & 及 人 有关 的 数字 常数 ， 
应 用 引 理 了 3 于 此 不 等 式 , 则 其 可 化 为 


mr 六 < Big1fCO)| + 人 


十 cx lg 











) + 二 (2.7) 


二 |) ee: 








其 次 ,由 熟知 的 平均 不 等 式 





1) 此 后 我 们 以 二，B4; ak，B ;本 ，K 天 5 表 同 性 质 的 车 
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及 十 y 


log M ( ,及 << 
og M (r， 帮 ) 多 





1 (R,f) Gr<RR<1)， (2.8) 





并 取 尽 = 十 -了 即 得 


1 


1 一 > 


pg Mr 乃 < 一 | 也 (三 fo + 席 








二 |，c9) 


至 此 问题 只 在 于 消去 值 fktD(0)。 车 |f4k+D(0)| 1， 则 不 等 式 (2.9) 即刻 化 为 式 
(2.1). 


今 我 们 假定 |fk+D(0)| < 1， 著 |fk+D(z)| > 1 于 0< |z| <es 恒 成 立 ， 则 可 以 诈 
明 |fk+D(0)| > 过 且 由 (2.9) 而 得 式 《2.1)。 否则 我 们 假定 |f(zx) | 于 圆周 |z| 一 >(0 << 





1 / 2 
了 +DC0) ) 十 天 log 1 


r < 1) 上 某 点 《= rez 达到 最 大 值 。 芍 分 两 种 情况 论述 之 : 
1” 车 于 射线 06 上 屋 有 |ft5(z)| < 1, 则 自 原点 沿 此 射线 对 fk+D, f，.… ,1 刀 求 
积分 而 得 
1fO(z)| < |fO(0)| 十 1J5f4+DGz)dz| < 1fO(C0)| 十 >， (2.10) 


fkrb(e)| < | fk-o(o)| 十 |fo(o)|> 十 ， 





尺 人 7 7A 二 1 
fa < fo) + 之 lj) 十 天 二 1 (2.11) 
特别 有 
大 y? 7 AT1 
1f(CE)| < 11C0)| 十 帮 。 ED CT (2.12) 


为 了 消去 值 了 (0) ,………, fO(0) ， 我 们 作 如 下 的 讨 花 : 屋 值 |feo(0)| 为 |f(0)|，…， 
1f(C0)| 中 之 最 大 者 ; 若 |fo(0)| 秋 1, 则 立即 得 lg |f(z) | 之 一 界限 18g |f(C0)| 十 44，4x 
为 一 仅 依 顿 于 丰 的 常量 车 |f@(0)| > 1, 则 有 


上) < | 天 (0)|e， (7Y) 
从 而 


log | 帮 (5)| < log | fo(0)| 十 >。 《2.13) 
我 们 书 fo (0) 三 大 0) 、 人 和 人工 且 根 据 引 理 正 立 郎 达到 消去 |feo2(0)| 的 目的 ， 因此 
(2.13) 式 化 为 


log |1(6)|1<log | 故 0)| 十 wx 十 ax lg 16g 





-十 2l8g m(po, 用，(2.14) 





十 Buklog 


《0 ) 
经 过 简化 可 得 形 如 下 之 不 等 式 : 


mm(r, 丰 <4 妈 gf(0)| 二 Blog 一 +Cculigem(p, 用 ， (2.15) 
由 一 





挨 用 引 理 4 于 (2.15) ,我 们 获得 
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mr 坊 < 成 匣 |1Ko)| + Kog 二 人 (2.16) 
根据 公式 (2.8) 可 达 式 (2.1)， 


一 7 
2? 在 06 上 有 点 使 |f+D(z)| 1. 命 xz 三 roez 为 这 类 点 之 最 靠近 原点 者 ; 取 
z 一 zxzo 十 (1 一 ro)Z (1.17) 





1 
FCZ) 一 语 二 x+ (1 一 癌 Z]. (2.18) 


当 > 王 |z| 自 ”移动 到 1 时 ， 点 Z 描 给 一 单位 圆 . 不 难看 出 在 此 贺 内 F(CZ) 不 取 0 工 
FI(CZ) 容 许 1 为 例外 值 瑟 。 


由 此 我 们 如 能 拱 在 密 伐 二 氏 定 理 的 痢 证 内 所 论 者 演 之 ,得 形 如 下 之 不 等 式 : 
log |KKC)| < 一 一 | 五 Ko + Kg 一 人 |. (2.19) 


现在 让 我 们 消去 值 (zx0)。 沿 射线 06 自 0 至 z 对 JutD，j 





凶 求 积分 ， 得 
太 7y 7X 十 1 
so)1 < Ko + 之 | 天 0) 站 十 大 二 Ti 
故 只 须 消 去 值 了 0) …，,#(0)。 利 用 前 面 的 方法 郎 可 达到 所 欲求 者 ,如 是 有 
Hzo| < 发 直 gf(O)| 十 改 log 一 十 cl8g mo 用. 


(2.20 ) 
硝 -=” 郊 
以 此 园 界 代 于 (2.19) 序 得 





5 区 [fo)| + Bulog 





-+ Ye lg MP, 力 | (2.21) 


于 是 应 用 引 理 4 即 得 形 为 (2.1) 于 ” > 0 有 效 的 不 等 式 . 
定理 工 于 是 证 上 毕 . 


5. 我 们 从 可 获 致 更 精进 的 精 果 。 为 简便 计 , 于 以 六 (ra) 代 NGr， wx) 而 界定 的 例外 值 
5 , 我 们 名 之 为 精 缩 例外 值 B。 由 此 定义 我 们 能 够 精确 化 能 氏 一 个 定理 ;我 们 援 用 其 方法 


工 在 应 用 篇 生 公 式 后 计 及 
1 本 
人 (二 ) 区 
得 命题 


定理 IL. 疏 丽 数 1(=) 于 单位 圆 内 全 纯 。 孝 尼 不 取 值 0 且 容 话 1 为 精 稿 例外 值 了， 
使 于 和 1 有 





NCr, 1) < log- 二 (a) 
人 


则 训 帮 0) 夭 1 于 0 和 ><1 有 








中 
1 


| mass 1f(0)| 十 天 log 二 -|， (2.22) 


妃 及 开 为 仅 与 》 有 关 的 数字 常量 . 
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类 似 地 ， 者 以 Rn, 一)K w(r， 上 -7) ， 我 们 从 可 获 至 定理 工 之 较 精 进 的 
千 果 . 
6. 我 们 可 拓 广 上 述 族 定理 于 夯 数 1 容 诈 0 为 例外 值 互 的 情况 : 


定理 亚 ， 避 丽 数 1(=) 为 于 单位 贺 内 使 纯 ， 著 电 容 二 0 及 1 为 例外 值 B， 使 于 
0 坟 ?< 苹 1 闯 足 


NGr，0) < hlog 





9 VCr， 各 二 心 log 








(CA > 0)， (B) 


旭 屋 1(0) 夫 0, 1 于 0 < > < 1 有 不 等 式 


We 














log Mkr, 方志 必 Co)1 十 Kog - 二 |， (2.23] 
ee 二 
有 为 公 与 之 机 大 着 有 关 区 字 人 
盖 由 奈 望 利 业 恒等式 
ee 
二 7 克 《2.24 ) 
导 香 
1 5 
me)<m(r 7 ) + ( ,二 log 2 
届 j(0) 关 0 且 按 篇 生 公 式 , 则 可 化 之 为 
区 省 
72 (7 , f) 天 om 人 (r， 2 -) 十 zz U， 1 ) 十 NGCr,， 0) 十 Mry 1) 
] ] 帮 (0 ) we 
十 log |f(0)| 二 log 这 汪 十 log 2. 《2.25 ) 
其 裕 ,根据 夯 数 了 关于 值 0 及 1 的 假 届 0B) 工 且 应 用 引 理 于 (2.25) 右 端 之 首 二 项 , 则 
得 mm (r, 力 之 一 界面 。 炎 应 用 能 氏 方 法 消去 值 半 (0)》 便 有 形 如 
12 (7 ) or El8g 110 十 玖 log- 2 天 "log < -| (2.26) 
1 一 9 ce 一 7 
之 不 等 式 ， 由 此 立即 可 变 为 (2.23). 
7. 定理 TV. 设 函 数 帮 (zx) 于 单位 圆 内 全 和 纯 . 若 其 容许 0 卉 其 纪 数 儿 ev 容 诈 ] 为 全 


外 值 了 ,使 于 0 < * < 工 满 足 


/ 1 1 人 全 ， 汪 
v(r, 了 ) WE Alilog 1 本 ? 人 (-， 1 -) 思 大 oz > (Ai ， 全 0) ,(B ) 
划 屋 思 0) 夭 0 及 fo(0) 夫 1 于 0<><1 有 


log M(r) 力 < 1 -| mao) 二 








长 log Re < 


2 -|， 7) 





了 和 天 大 为 仅 与 和 1 之 较 大 者 及 与 及 有 关 的 数字 常量 , 


此 定理 之 证 明 与 定理 工 相似 ,只 须 注 意 到 关于 N(r, 卫 ) 与 Y(r，- 0L--) 的 假 和 
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此 外 , 若 我 们 考虑 到 精 缩 例外 值 3 的 歪 念 ,向 可 获 致 前 面 两 个 定理 的 较 精 进 辕 果 . 


III. 园 内 从 和 纯 夯 数 族 正规 性 定 旭 


8. 由 定理 蒂 我 们 得 一 正规 族 正则 : 

定理 V.， 在 单位 圆 内 全 炖 的 画 数 族 ,车 每 丽 数 不 取 值 0 且 容 许 1 为 精 夭 例外 值 召 ， 
划 是 正规 的 . 

工 自 定理 工 可 证 明 一 新 的 正规 定 则 如 下 : 

本 光 共 单位 圆 内 全 纯 的 夯 数 族 ,其 每 男 数 不 取 值 0 且 其 任意 一 级 灭 的 起 数 容 


关 款 任意 给 二 全 机 0 二 全 -人 册 ff ; 著 族 数值 j(0) 有 -一 有 穷 的 
聚 值 , 珊 为 yo， 则 我 们 可 自 人 fj》 中 和 逃 取 一 子 序 烈 {f。(0))} 收敛 于 yo。 于 是 返 用 定理 
于 计 男 数 fn, (xz)， 则 有 

] 


bg Mr 太 ) < -一 | Bt ljsCoOI + Kelog 一 |. (3.1) 
下 -一 7 天 ae 六 





当 疡 一 oo 时 , 量 1l6g | 姑 (0)| 是 界 固 的 ， 今 以 (C.) 表 圆 |z| 委 *， 可 以 看 出 良机 数 如 (>z) 
于 (C.) 上 是 均等 有 界 的 。 由 是 可 断定 序列 《fe,} 于 其 上 为 正规 的 。 因 为 自 《fj 中 必 能 
选 骨 一 子 序 烈 一 致 收敛 于 圆 (C,) 上 . 

车 诸 值 如 (0) 只 能 有 无 穷 大 为 聚 值 ， 旭 由 8&9 可 知 必 能 自 {fs} 中 逃 取 一 子 序列 《fo) 
使 于 〈《C,) 上 一 致 收 伍 于 无 穷 

因此 , (S) 在 圆 (C，) we 


若 在 可 中 易 N (r， 1 二 )o (",- 遍 -一 ), 则 可 得 类 似 于 了 的 定 则 , 


9. 关于 定 旭 责 ， 有 二 到 定子 大寺 本- 拓 和 
定理 VI. 要 枪 全 (Ch |z| < R 内 为 全 纯 的 夯 数 旅 ,者 其 每 夯 数 了 不 取 值 和 且 # 


ee 下 
二 和 
一 有 RRZ 及 PFCZ) 一 RE， (3.2) 
训 可 将 命题 可 导 得 命题 碘 . 


IV. 戎 道 (Landau) 定理 的 拓 广 
10. 最 后 我 们 还 可 给 出 著名 的 良 道 定理 的 折 三 。 例 如 有 : 
定理 V 开 ， 敲 夯 数 F(Z) 于 原点 邻 域内 全 纯 , 且 展 成 级 数 





FCZ) 一 Co 十 CIZ 十 … (CoCci 尖 0)。 (4.1) 
届 在 此 域内 F 容许 值 0 卉 其 任意 一 级 R 的 息 数 Fo 容 攻 1 为 例外 值 也 ， 使 于 0< 尺 < R， 





1 7 1 7 有 Ri Fr 
v(R， 二 ) Milog 玉 二 丽 ， N (R， 下) 二 Alog 玉 玉 (Ai， 人 2 之 0)， (8B ) 


1 





ee 
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若是 划 在 以 原点 为 中 心 R; 为 企 径 的 图 (C) 内 , 改 cx 和 1 或 者 有 不 等 式 


[clR < merto， 0uo= 芭 |col + [ii 5 (4.2) 
0 


其 中 必 及 ax 为 仅 与 ha, ja 之 较 大 者 及 与 有 关 的 数字 常量 ; 或 者 ， 在 下 述 两 情况 必 届 
其 一 : 

4 等 (C ) 内 失 其 全 和 纯 性 ; 

2。F 于 〈C) 内 或 FW 于 (C) 内 不 满足 条 件 (B)。 

戴 然 , 授 用 能 氏 关 于 蒙 客 二 兵 的 圈 属 中 所 用 方法 可 证 得 
Ri 


二 


log M(yr，, 1) 天 








| Zag |f(0)| 十 Kalog 到 | (0 二 RD)， (4.3) 
ER 

由 是 有 

log ud 人 2， 让 < .418g if(0)| 十 也 ， (4.4) 


4 与 也 为 数字 常数 ， 
他 方面 由 哥 西 《Cauchy) 积分 得 


log | 六 (0)| < log M(&， 站 一 bg& (4.5) 


于 是 ,注意 可 设 Ri > 1。 自 式 (4.3) 及 (4.5) 泛 可 导 得 (4.2). 
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SUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITE 
ADMETTANT DES VALEURS EXCEPTIIONNELLES 有; 


SHIEH Hul-cauN 


(4 LEocle Normale da For-kietz) 


RFSUME 


Soit f(z) une fonction meromorphe dans le cercle unite; a laide de lindice NGCrya)， 
M. Hiong a defmit la valeur exceptionnelle 有 de w，pour f et dans le cas ou ne s an- 
nule pas et admette 1 comme valeur exceptionnelle 已 ，il a demontre un theoreme de 
limitation analogue au thkoreame bien connu de Schottky. Dans le present travail， nous 
substituons OO 3 了 dans 1] hypothese relative a la valeur 1，et nous obtenons un thkoreme 
du type de celui de Miranda-Valiron. Pour la demonstration de ce thkoreme，nous suivons 
en principe la methode par laquelle M.， Hiong a donne sa nouvelle dkmontration au 
theorame de Miranda-Viliron. La 1limitation de logM (r,f) qu'il a trouveke est tres preE- 


. 1 
cise，mais elle contient le terme en log 一 - et la constante 16g 


; et 1 est desirrable， 








本 
帮 0) 
comme cet auteur ] a signal6，de pouvoir les eliminer. Ici，nous parvenons a cette amelio- 
ration en modifiant certains points de son procede d glimination.。 Nous etendons ensuite le 
thkoreme obtenu ainsi que celui donne par M. Hiong aux fonctions admettant deux valeurs 
exceptionnelles B. 

Theoreme TI Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unite，si elle ne 


sannule pas et si sa dekrivke 帮 0 admet 1 comme valeur exceptionnelle 已 ，de sorte que 
pour 0<7*<<1 


1 / 1 
N (而 上 ) <xaog 


alors en supposant f(0) 六 1，on a pour 0<r <1 linkgalitk 





(人 > 0) (ea) 


户 


1 


1 一 7 








Re RE | 刀 lg 1K(0)| + Kelog 一 | (1) 


一 少 

PK et 玉 k etant des constantes numeErigques qui ne dependent que de R et de 人 
Theoreme II. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unite，si elle admet 

0，et 1 comme valeurs exceptionnelles 媚 ，de sorte que pour 0<r<<1 








NOCr,0) < 和 log NGCr,1) <)1log 


1 一 > 1 一 > 


(Ai， 人 :2 全 0). (B) 


Alors，en supposant (0) 天 0 et 0) 夫 1，onapour 0<r<1linegalite analogue 





了 exprime ici ma vive gratitude ia AM. le Professeur Hiong pour les bons Sonsells et l'engouragement 
que j "ai reSus de lui au cours de ce travVail. 
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(1). 囊 et 玉 ktant des constantes numeriques qui dependent seulement du plus grand 
des nombres AM et 人 
Theoreme JII. Soit /1(z) une fonction holomorphe dans le csrcle unite; si elle admet 


0 et si sa deErivte ff admet 1 comme valeurs exceptionnelles 刀 ，de sorte que pour 
0<yrY<<1 


v(… 了 ) < Mios -3 N(r， ) < Ng 一 : ， 《8 ) 


一 7 f 和 一 1 一 y 








en supposant 1(0) 尖 0 et fO(0) 天 1，on apour0<yr<1linegalite analoguea(Ci)，Ex 
et 天 etant des constantes numeriquses qui dependent seulement de AR et du plus grand des 
nombres Met 人 


En s appuyant sur certains de ces thkoremes，on peut demontrer alors quelques criteres 


de normalitetc，Enfin nous obtenons encare der_ extensions du theoreme bien connu de Landau。 
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具有 二 次 代数 极限 环 和 线 的 方程 
2 aiixzyi 





dy _ o<i+j<3 
Cx > 国人 
Di1X yY 

0<i+i<3 


(西安 交通 大 学 ) 《广西 师范 学 院 ) (湖南 大 学 ) 
之 区 

秦 元 动 中 售 对 方程 备 = asitiss 具有 一 灵 代 数 极限 环 的 情况 进行 了 研究 , 林 
你 允 和 y 1 


0<i 十 js 


文旦 在 [1 的 基础 上 答 出 了 实 系数 微分 方程 : 


和 本 








扑 dy 和 ee Y3(Cx ,y) (E)s 
人 jixiy1 人 3 Y， y) 
0<i+ji<3 


具有 二 个 二 次 代数 曲线 为 极限 环 的 充 要 条 件 , 划 解 决 了 周期 解 的 唯一 性 ,稳定 性 和 千 构 稳 
定性 ,同时 对 其 扑 拓 辕 构 进行 分 类 ,并 输出 了 (E); 全 局 拓扑 图 形 的 代数 制定 方法 ,在 证 且 


定理 时 所 用 的 若干 方法 ,还 可 以 进一步 让 虑 -型 = 了 (xz，?) 的 方程 ， 


dx 二 y) 
引 理 1. 微分 方程 (CE): 具有 二 次 代数 曲线 FGx, y) = 0 作为 解 的 充 要 条 件 为 (E); 
可 化 为 下 面 形 式 : 
dy Fr 、vYx yy) 十 (4xr 十 Py 二 CIEFOz、y) 


dx 一 F,(xz,y)y(xz,y) 十 (4x 十 By 十 CEFCzy) 
其 中 Y:(z, y) 是 xy, y 的 二 克 多项式, 4BC4 BC 为 任意 常数 ， 
证 不 失 一 般 性 . 屋 F(x, y) 三 十 Y 一 1) 才 假 届 
f7: 一 (4x 十 及? 十 C) 玉 十 了 9， 
LRC 
其 中 : Ya(xz,、y) 为 不 舍 人 及 常数 项 之 三 软 多 项 式 ， 
Xa(x，?y) 为 不 舍 : 浓 数 项 之 三 次 多 项 式 ， 
因为 F(x, y) 三 8 为 归 , 故 








f = 1 wa 
[了 上 2-X3a 十 和 y》 ](: y")=0 二 - 


测 < (1 
序 

[xX3 十 六 区 四 动 守 0 《1) 
合 : 


xx 一 0，y 一 土 1 时 可 得 YZ3 一 xzYz，、 
yy 一 0 xy 一 土 1 时 可 得 Xi 一?X2 





* 1960 年 3 月 15 日 收 到 . 
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代入 (1)“ 即 得 : 
X: 十 Y 三 APF (其 中 为 任意 常数 )， 
Xa(x，y) 一 (dx 十 By 十 C OF 十 y(RR 一 Y)) 
一 (dx 十 By 二 CODF 一 y7，。 


故 


分 Y: 一 2Y2 郎 得 所 要 形式 ， 
引 理 2. 微分 方程 (E); 具有 二 个 不 相交 的 二 次 代数 闭 曲 线 下 王 0，G =0 (其 中 
F 三 0 为 圆 ,G = 0 为 椭 园 ) 作 为 解 的 充 要 条 件 为 方程 (E); 可 化 为 下 面 形 式 : 
cd APFeG 十 ACrF 
dx FJ,G 十 忆 GyE” 
其 中 心 , 已 分 别 是 不 为 零 的 常数 ， 
证 ， 充分 性 是 显然 的 ,以 下 证 明 必 要 性 . 
我 们 先 考 虑 特殊 情形 。 即 设 
有 一 六 十 (一 4 一 1 一 0， 
GCC 一 Mr 十 py 一 1 一 0; | 
其 中 人 并 p， 人 >0,， >>0，a 六 0 不 妨 届 ea > 0。 因 为 下 三 0，G =0 为 方程 (E); 之 | 
解 , 则 有 
人 xzX3 十 LyYa 三 CZ2， C2) 
XXX3 十 (y 一 4)Y3s 三 下 ZL: ; | 
其 中 ZL 三 ;为 二 任意 二 砍 多 项 式 . 
兮 x 王 0 时 则 有 : 





| Hpy[Ys]:=o 三 (ay 一 1)[Z]:=o， 

(y 一 ac)[Y3].-=o 三 [(y 一 oo) 一 1][Z],=。 

双 因 (p 史 一 1) 与 [(y 一 e 一 1 没有 公 因 子 , 否则 必 有 下 三 0 与 G 王 0 相 切 , 这 和 与 原 
堆 了 一 0 与 G= 王 0 不 相交 相 了 矛盾 。 因 此 必 有 


Ya 三 xy,，. 《3) 
代 大 (2) ,人 芽 因 下 与 G 不 含 x 因子 故 必 有 

国 拓 (4) 

区 全 让 本 全 


其 中 辣 一 4x 十 By 十 C，L 一 dx 十 By 十 C 
把 (3),(4) 代 入 (2) 即 得 : 
人 X3 十 pyY2z 三 CLi， 
1 十 (y 一 4) 三 地 工 ,. 











解 待 : 
X ,三 (y 一 a)ZLiG 一 几 2 | 
GA 一 jy 一 <A 
y 三 人 下 工 一 GD 
G 一 站 py 一 以 
5 


(A 一 上)y 一 阿利 《5 ) 
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其 中 到 = 4z 二 D， 居 = dx + 而 =- 人 ， 开 = 一 ， 也 =1al+Cc， 
人 一 户 A 一 有 
一 RiCA 十 7 
由 (5) 式 必 有 
[人 FL 一 GE 三 0. 
ys 下 二 二 
比较 系数 得 : 


4 一 4， 万 = 也 ， 
4[ 人 十 (天 一 1)M2 一 人 十 闫 一 0， 
D[22 十 (o 一 1)X2 一 人 十 庆 王 0. 
击 于 下 一 0 与 G 王 0 不 相 切 , 故 必 有 类 十 (一 1 一 人 十 玫 六 0。 因 此 有 
4 .一 4 二 万 王 丰 一 0， 


芭 
7 三 了 三 0. 
由 (3)(5) 立 即 得 出 定理 所 要 求 的 形式 . 
现在 我 们 来 起 明 一 般 情 形 : 
设 下 王 0，G 王 0 是 (E)s 的 解 ， 由 引 理 1 得 知 : 
Y3 三 LIRF 十 Fo 三 LIG 十 Gy7，， (6) 
氏 F 一 中 CR (6 


从 (6) xX Gy 十 6) ”X G: 得 : 
(GC,L 十 GDFE 十 Y(CFGy 一 下 .Gy) 
一 (cy 一 GxPDG 三 0. (7) 
为 要 证 明 命 题 , 以 下 我 们 在 复数 域 上 加 以 研究 ,同时 引入 齐 欢 坐标 。 我 们 先 善 虑 方 


程 : 
G 一 0， 
有 一 0， 
人 
无 公 根 的 情形 , 


因为 二 次 代数 方程 C = 0 与 忆 三 0 在 复数 域 上 必定 有 四 个 交点 (包括 无 穷 远 点 ) , 故 
由 (7) 式 得 知 Y, 王 0 是 过 GCG=0 与 已 三 0 的 四 个 交点 的 二 次 曲线 , 即 可 写 为 如 下 形式 : 
Y; 一 cliG 二 ciF (ci ca 为 复 参 数 ). (8) 
同 理 可 得 : 
Y: 一 ciG 二 cfF ， (ci c: 为 复 参 数 )， 《8j) 
以 (8) 及 (8) 代入 (6) 得 : 
Y3; 三 (L 十 ciF)P 二 ciFG 
三 (LI 十 GeGc 十 c2C:F， (9) 
或 


[(Zi 叶 cz 开 -) ， ca Crj] 巨 -了 [GPa 十 ci1C。) 1 ciFrjc. 
由 于 下 及 CC 是 实 系数 又 不 可 狗 的 二 次 多 项 式 , 故 必 有 : 
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(ZL 十 czF.) 三 czG-; 《Li 二 ciGCa 三 ciF- 
由 (9) 妇 得 : 
Y; 三 ciG.F 十 ciF.G， 


同 理 可 得 : 
X3 三 一 cJG,F 一 clIFyG， 
此 郎 为 定理 所 要 求 的 形式 . 
最 后 我 们 讨论 方程 
P 一 10。 
全 六 人; 


F.G, 一 F,G. 一 0 
有 公 根 的 情形 。 即 F = 0 与 G = 0 有 重 交 点 的 情况 ,不 失 一 般 性 可 以 假 疏 


F(x,y) 一 和 2 十 妈 一 1 (10 ) 
GCCx,y) 三 ai 十 2hxy 十 by 十 2fz 十 2gy 十 ec。 (11) 


应 指出 的 是 由 于 我 个 假定 G = 0 是 顶 圆 , 故 下 三 0 与 G=0 不 能 有 无 限 远 的 重 交 点 ,后 
则 G = 0 必 为 圆 . 因此 可 恋 其 有 有 限 交 点 ,而 因 实 系 数 方 程 G =0 与 下 =0 在 实 平面 上 
原 改 不 相交 , 故 其 交点 是 一 对 共 玖 重 交 点 , 珊 为 x 三 wx 土 B y = 7Y 土 6, 又 经 坐标 旋转 总 
可 以 使 B = 0, 因 此 可 融 重 交点 为 

x0 一 cosho > 1， 

畏 一 十 :xsinhp 过 0. 


代入 (10) 式 - 旭 得 : 
faxu 十 2 中 十 2fxo 十 c 王 0， 人 
Laxoyo 十 g Wo 一 0. (13) 
又 因为 : 
二 ( 确 全。 一 F,G。) 一 2(Cx 一 ) 十 (2 一 4 xy 十 gx 一 有 不 ， (14) 
再 把 交点 代入 (11) 则 得 : 
f&(xo 一 yo) 十 gxo 王 0， (15) 
L(z 一 &)xoyo 一 fyo 一 0. (16 》 


因为 行列 式 : 
|xoyo， 


| 
?| 王 涡 六 0 (因为 凡 所 0)， 


人 - y0 xio| 

疼 从 (13) 与 (15) 式 竺 4 一 g 王 0. 

因此 G = 0 只 可 能 是 有 一 个 四 在 * 轴 上 的 贿 圆 。 因此 问题 化 为 上 面 已 考虑 过 的 特 
殊 博 形 。 定理 证 华 . 

推论 。 如 果 微 分 方程 (E); 有 二 个 二 次 代数 于 曲线 作为 解 , 其 中 一 个 为 圆 , 另 一 个 为 
栖 圆 , 则 这 二 个 财 解 都 不 能 是 极限 环 . 

证 ， 因为 这 时 方程 (E); 具有 积分 F4G5%2 一 C 在 下 S0 及 G 半 0 时 是 解析 的 . 
由 JJInrnyHoe 定理 知道 ,在 下 王 0 及 G= 三 0 之 内 (E); 的 奇 点 不 可 能 是 焦点 ,而 是 中 心 . 
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定理 1(〈 存 在 性 定理 )。 微分 方程 (E), 具有 二 个 二 次 代数 曲线 为 极限 环线 的 充 要 条 
件 是 :(E); 可 经 过 非 奇 异 实 的 线性 变换 . 








和 [|x 8B 友 家 Co 
立 一 7Yx 十 by 十 7，|775 
化 为 下 面 形 式 : 
一 xx 十 9 一 1)C4zx 十 By 十 C) 一 xz[z2 十 (> 一 2) 一 民 ](4x 十 By 十 C) (Ey， 
dx (《y 一 a)x 十 y 一 1)4x 十 ? 十 C) 一 y[x2 十 (7 一 0) 一 R](4x 十 By 十 CC 


其 中 常数 4，B，C，C'，a, R 满足 条 件 : 
(1l?》 zs 壮 0, 且 
lel 一 R>1l1 当 |c > 1， 
el| 十 R<1 当 |el 去 1 





t 地 有 -人 
V 2 十 有 
3 
证 . 条 件 是 充分 的 。 因 为 变换 (17) 不 改变 二 砍 代数 曲线 及 极限 环 的 性 盾 , 故 只 须 研 
完 (E)3. 记 GCG 王 妇 十 风 一 1 下 一 妇 十 (一 ao) 一 尺 2 显然 C 三 0,， 下 一 0 是 方程 
(3) 之 解 , 且 由 条 件 41?> 知 二 圆 G = 0 与 下 = 0 不 相交 ,由 《22y 知 直 线 4x 十 By 十 C“ 一 0 
与 G 三 0; 直 线 4x 十 By 十 C=0 与 已 三 0 不 相交 , 故 忆 =0 与 G 一 0 是 (E)' 之 二 个 
周期 解 . 
以 下 我 们 要 证 明 下 =0 与 G=0 是 方程 (E); 之 二 个 代数 极限 环线 。 改写 (E)' 为 ， 
dx 





有 








人 FyG(4x 十 By 十 C) 一 GyF(dx 十 By 十 C') 一 XiCz，y)， 

站 An 
(B); 
= 一 FxC(4xz 十 By 十 C) 十 GxF(4x 十 By 十 C) 一 Y'Cz，y)， 
ct 

工作 辅助 方 称 : 

dy x(x 十 y 一 1)(By 十 C) 一 x[x? 十 (y 一 ia) 一 (By 十 C se 有人 
es = (E);， 
CX (y 一 a)(xz 十 y 一 1)(By 十 C) 一 y[xz2 十 (y 一 o7 一 R2](By 十 C ) 
或 写 为 : 
2 一 FEvG(By 十 C) 一 GyF(By 十 CC 二 XCr yy)， 
As 
站 (E); 
o 一 一 F.C(By 十 CC) 十 CGCxF(By 十 区 本 Y3 (x， y)。 
7 


显然 Y3(〈 一 zy) = 一 Y3 (zy)，X (一 xz， y) 一 XY Cr y)。 由 对 称 原理 知 (E)7 之 积分 曲 
线 对 称 于 ? 轴 . 

因 G=0 与 忆 =0 亦 是 (E)3 之 周期 解 ， 故 知 (E); 在 二 加 CG =0 与 忆 =0 之 邻 
域 存在 一 系列 的 周期 解 , 

现在 研究 (E); 与 (E); 相 切 之 处 , 朗 研究 : 
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= 至 2 空 本 | 舍 
(E)3 CE)3 dz |(E); 
一 X3 WO ae 2) 一 ,过 y)Y3(Cx，y) 
一 4a(C 一 C)4xGF。 (18 ) 


因为 4 六 0，a 失 0，C' 六 Ci; 故 (E); 与 (E); 相 切 之 处 除 在 了 =0 与 G=0 这 了 凑 公共 解 
上 外 ,只 可 能 在 *=0 上 相 切 ,但 因为 (18) 中 出 现 的 项 是 妇 ， 因 此 在 x*=0 上 之 切 点 (E); 与 
(E)” 的 积分 曲线 亦 相互 穿 过 ， 我 们 入 (E)Y 在 忆 = 0, G = 0 邻 域 存在 之 周期 解 为 (E) 
之 无 切 环线 。 即 得 了 =0 与 G=0 是 (E); 之 极限 环 。 充分 性 证 些 . 
件 是 必要 的 。 首先 由 引 理 2 的 推荐 得 出 ,如果 方程 (E)3 存在 有 二 个 二 次 代数 曲 生 
作为 极限 环 , 则 经 变换 (17) 把 其 中 之 一 化 为 凯 后 , 则 另 一 个 亦 变 为 图。 以 下 我 们 推 证 其 存 
在 之 必要 形式 ,不 失 一 般 性 ,可 起 (E)s 有 二 个 代数 曲线 : 
有 一 六 十 史 一 1， 
太一 和 十 (一 0 一 及 一 0 
积分 曲线 (这 是 因为 经 过 矫 性 变换 (17) 代 不 改变 二 次 代数 极限 环 的 性 质 )。 故 有 
f2xXs 十 2?Ys 三 (x 十 一 1)Z2， 


1 二 [xz 十 (yy 一 ci) 一 民工 :， 和 
其 中 忆 ; 三: 为 二 次 多 项 式 ， 
分 x 三 0, 由 (19) 即 得 : 
[2yYsjeEEfky 一 1)73， 
[2(4?y 一 se)Y:] 三 [(y 一 oj) 一 有 R]: 
因此 有 : 
[Y;].=o xDto-os-pa=o 三 0. 
但 因 下 = 三 0 与 G= 三 0 不 相 切 , 故 有 
Ya(x,，y) 三 xyYz(xz，?y)， 
Y:(x,y) 是 x,y 之 二 砍 多 项 式 。 代 入 (19) 即 得 : 
7 一 x(4x 十 By 十 C)，L2 一 *x(dx 十 By 十 C). 
故 (19) 式 化 为 : 
f2Xs: 十 2?7Y2 三 (x 十 y 一 1)4x 十 .87 十 0 (19y 


9 
比较 与 % 之 系数 得 4 = 4， 8 一 卫 . 
设 z 广 0 时 , 则 由 (19) 解 得 : 
1 


一 


[2(y 一 ea)G(G4x 十 By 十 C) 一 2yF(4xz 十 By 十 C)]， 





,一 二 [2G(dx 十 By 二 C) 一 2F(Cd4x 十 By 十 C]。 


4z 
此 即 为 (E)4 的 形式 . 
上 面 假 定 “ 六 0 是 必要 的 ,否则 若 。 = 0, 则 同上 可 得 X, = yX:, 故 得 : 
2X, 十 27Y 三 (x 十 交 一 1)B， 
ee 十 2 三 (xz 十 疼 一 RD)B 
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从 此 推出 上 必 有 下 三 已 王 0; 故 痉 王 一 Y。 即 方程 (E)3 化 为 
dy 一 aa : 


相 9 





CX yxX， 》 
此 与 G@ 一 0, 下 三 0 为 极限 环 之 原 设 了 矛盾. 
最 后 显然 条 件 \1? ,《2?> 是 必要 的 ,否则 方程 (E)3 在 下 王 0 及 G =0 上 有 奇 点 .条 
件 (3?"》 亦 是 必要 的 ,否则 下 一 0, G = 0 就 不 能 为 极限 环 . cr 毕 . 
引 理 3. 在 定理 1 的 条 件 下 ,方程 (E)3(〈 亦 即 为 (E)3) 之 奇 点 只 可 能 在 y 轴 上 . 
证 . 如果 不然 , 则 当 x* 六 0 时 ,有 
| y) 一 X'x,y) 一 FJG(4xz 十 By 二 C) 一 GCF(d4x 二 By 二 CI) 王 0，(20) 


Yi(x,y) 一 Yi(x,y) 一 一 FG(d4x 十 By 二 C) 十 GIFC4x 十 By 十 C) 一 0， (20)7 
由 (20) 得 
F.G(4x 十 By 二 +C) 王 GoFGd4x 十 By 十 C). 
代入 (20) 得 
一 4d[ 关 十 (yy 一 ci 一 尺 ](4xz 十 By 十 CO)= 三 0. (21 ) 
再 代入 (20) 因 z 六 0, 故 得 
(xz 十 风 一 1)(4x 十 By 十 C) 王 0， (22 ) 


但 由 条 件 41") ,2"),《3?) 得 知 (21) 与 (22) 二 式 不 能 同时 成 立 ， 得 出 矛盾 . 因此 (E); 与 
韩 助 方程 (E)? 之 奇 点 只 能 在 且 重合 于 ” 井上 . 
引 理 4. 在 定理 1 条 件 下 , 方程 (E)3 与 (E); 的 奇 点 只 当 Xa(0, y) = 0 有 二 重 根 时 
所 确定 为 具 指数 为 雳 的 高 次 奇 点 三 重 根 是 指数 为 十 1 的 高 次 奇 点 外 , 均 为 一 次 奇 点 . 
证 . 由 引 理 3 得 知 方程 (E): 与 (E)3 的 奇 点 只 能 在 y 轴 上 ， 珊 (0， 多 ) 是 其 奇 点 ， 
则 有 : 




















er: y) OOX3Cz,y) 
民工 
er yx， 7) YaGx，y) 
@Ox 9y (0,y9) 
[Xi (xzx,y)  OX3 (xy) 
Orx Oy 
|6ery(z,y) Byy(zyy)| 
Orx Oy 


(0，y*) 


一 Y7(0，y#) OX3 《0， 本 e 
0y 


其 中 Ya (xz,y) 一 zxYz(Cxz，y)。 


因 Y:(x,y)= 王 0 与 Xi (xy) 三 0 不 相交 .。 故 Yz(0,y) 六 0; 收 当 G co 人 


时 , 冯 y* 是 XY(0, y) 一 0 的 单 根 时 ,有 入 款 0。 旭 (0,y*) 是 一 次 奇 点 ， 当 922 07 一 


Oy 
时 , 旬 (0, 和 ) 是 高 次 奇 点 。 又 由 于 三 次 代数 方程 Xy (xy) 一 0, 即 
一 Xi (0,y) (23) 








万 


y(C 一 C 十 apB) 一 ccC 
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对 称 》 轴 , 故 当 9Xa(0, 思 ) = 0 而 9Xa3(C0, 27) -0 时 (0,y#) 是 指数 为 雳 的 高 次 郁 点 . 


Oy OOy” 
当 9xXs(07) 一 0 及 GXakG0) = 0 时 ，(0,y*#) 是 指数 为 十 1 的 高 灵 奇 点 . 
Oy OOy” 

定理 2 ( 唯 二 性 ). 在 定理 1 之 条 件 下 ， 方 程 4E); 除 存在 有 二 个 代数 曲线 为 极限 环 
外 ,不 可 能 有 其 它 周 期 着. 

证 ， 首先 我 们 可 以 断言 方程 (E) 之 一 次 奇 点 只 可 能 是 中 心 或 较 点 ， 这 是 因 其 积分 
曲线 对 称 y 轴 , 则 不 能 是 焦点 。 因 Ya (0, y) 一 0, 则 (E); 之 方 癌 场 在 》 轴 上 之 方向 平行 
于 x* 轴 , 故 不 能 是 结 点 ， 又 由 引 理 4 及 (23) 得 知 具 指 数 为 十 1 的 高 砍 奇 点 必 为 中 心 , 具 指 
数 为 0 之 高 次 奇 点 为 牢 千 牢 较 型 的 高 区 奇 点 ， 由 于 (E) 1 与 (E)? 之 积分 曲线 除 在 公共 解 
太一 0 与 G 王 0 外 均 相 互 穿 过 ， 因 此 (E); 之 较 点 或 牢 结 牢 较 型 的 高 次 奇 点 不 可 能 变 为 
(E); 之 中 心 或 某 - 一 个 极限 环 内 之 焦点 , 即 (E)3 不 可 能 有 其 他 周期 解 . 否则 可 己 wo 包 
异 于 下 = 三 0 及 G= 三 0 的 周期 解 为 (E)3 之 无 切 环线 , 则 得 其 合 有 之 奇 点 就 不 能 是 (上 E); 之 
较 点 或 牢 结 秆 较 型 的 高 次 奇 点 了 ,而 必 是 焦点 ,这 与 (E); 不 能 有 焦点 了 矛盾。 定理 证 毕 . 

定理 3 (稳定 性 )。 在 定理 1 的 条 件 下 :(1) 若 ja 一 尺 > 下 > 1 时 ，(E)3 存在 

的 二 个 极限 环 同 时 稳 定 或 同时 不 稳定 。 (2) 若 ja| 十 R< 1, 当 |e| < 1 时 ，(E)3 存在 的 
二 个 极限 环 稳定 性 相反 , 即 一 个 稳定 另 一 个 使 是 不 稳定 的 . 
证 . 考虑 向 量 场 (E)' 与 向 量 场 (E) 之 交角 的 正弦 : 





44e(CC 一 CD)xGF 
M (XI(z，y))2 十 (YXxyy))2， WCGCXYCzyy)7 十 (YYCz，y))2 
上 式 分 母 在 下 三 0, G =0 之 邻 域 不 为 霉 , 不 妨 设 C > C ,ae>0,4<0. 
则 当 (1) |e| 一 尺 >1), 当 |ce| > 1 时 
在 下 >0， Gy>0 时 有 snb>0: 
在 下 <0，G<0 时 或 G<0, 下 >0 时 
有 sin0 < 0。 此 表示 (E); 存在 的 二 个 极限 环 同时 是 稳定 的 . 
(2) |e|l 十 尺 < 1, 当 |c| < 1 时 
在 GCC>0 暑 有 snb>0: 
在 G<0, 下 >0 时 有 sinO<0: 
在 民 <0 时 有 snob>>0， 
故 G 三 0 是 (E) 之 稳定 极限 环 ; 下 三 0 是 不 冬 定 的 极限 环 ， 定理 证 毕 . 
现在 我 们 利用 以 上 定理 的 结果 , 先 研 究 (E); 之 图 形 ,并 由 (24) 之 关系 便 可 确定 〈《E); 
之 全 局 图 形 , 
因 (E); 之 奇 点 只 能 在 轴 上 ， 则 在 全 平面 上 硅 多 只 有 三 个 奇 点 ， 又 因 Ya (x，y) 一 
一 xY: (xy), 故 只 要 考虑 代数 方程 : 
Yz(0,y) 三 人 C 十 2aB 一 C) 史 十 [2aC 十 ( 尽 一 人 2 一 1)8B]y 一 C 一 (Co 一 RD)C 三 0025) 


sin0 王 一 











《24 ) 





Xa(0,y) 一 (2338 十 C 一 CaC 一 《人 R 一 一 1) 了 一 2aC jy 十 
二 0 (26) 
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之 根 的 分 布 关 系 使 可 确定 奇 点 的 性 盾 ; 例如 若 Xi (0, y) = 0 有 三 个 相 异 实 根 , 双 如 果 
Y2(0, y) 三 0 的 衫 与 之 相互 交错 , 便 可 断定 (E); 之 三 个 奇 点 都 是 中 心 ( 因 其 中 已 知 至 少 
有 一 个 是 中 心 ): 我 们 可 由 其 二 次 代数 极限 环线 及 奇 点 的 性 质 完全 决定 其 拓扑 结构 , 工 可 
用 代数 方程 : 
Xi KE 3y) 一 人 


让 
Y2 一 - _ 一 Xa(《0， 7y) 本 
y(CC 一 C 十 caB) 一 <C 
及 
Yz (xy) 一 0 
引 
2 一 0 7 


之 对 称 于 y 轴 的 图 形 来 刊 定 和 7) 之 全 局 拓扑 图 形 。 代数 方程 (25) ,人 26) 均 有 公式 求解 ， 
从 而 得 出 如 下 定理 ， 
定理 4. 在 定理 1 之 条 件 下 ,方程 CE) 所 确定 的 积分 曲线 所 有 可 能 的 拓扑 结构 分 类 
如 下 ,和 并且 均 给 出 可 能 情形 的 具体 例子 . 
当 |a| >1 时 [ 注 J 








| 
2 (FE)s 





















































| 你 
例 
| | 
| 一 “Ce 一 一 和 人 二 一 人 C' 一 2 | G' 一 3 
| 
如 一 1 已 一 1 | 也 一 局 一 1 已 一 1 
| | | | 
(4 =1) (4 一 工 ) (4 一 ) (4 = 1) (4 一 1 





注 1: 当 |e|> 1 时 ，X4'(0,y) = 0 不 可 能 有 重 根 , 故 不 能 有 高 灵 奇 点 . 
注 2: 当 X4(0, y) = 0 退化 为 二 克 多 项 式 的 情形 。 
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当 |*| < 1 时 
作 
六 (E)s 本 
2 
类 严 关 
(CE)s 
AN/ 
2 工 于 
长 2 
9 AS 不 可 能 10 丰 4 
13 25 1 49 
检 一 一 一 3 == 2 = 一 < 一 = 0 = 99 
C C [ 注 3] C 二 5700 C 亏 村 C 9 
C' 一 2 C' 一 一 2 C' 一 2 CC 一 一 2 人 ”am 或 C' 一 100 
子 
忆 1 局 一 1 
(4 1) (4 一 1) 
| 2 让 & 7 
CE) S 
分 
下 
旦 
类 1 了 
(人 上)a 他 
1 
2 二 人 二 
2 2 2 和 3 
不 可 能 ， 3 1 4 | 9 3 
5 403 学 
六 舍 2 一 一 一 二 一 驰 一 人 六 C 一 一 
[ 注 “] 时 汪 伍 。 | 11655 3 
c=-2 | c=-: ce | 的 xe-i cm 上 
子 3 16X93 一 1 3 
Cd4=D |(C4=D1D GC4=1) | (4= 了 1 人 
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洲 3: 在 定理 1 的 条 件 下 , 当 |a| <1 时 ,如 果 (E); 有 二 奇 点 Po(0, yo); Pi(0，yi)， 
其 中 yo 一 计生 y1 扫 一 1, 则 忆 o; 己 : 不 能 同时 是 较 点 . 
由 《25),\26) 全 了 三 1 得 
X3a(0,y) 一 (z 二 +C 一 CC) 一 (1 十 蚂 一 R 十 ec 一 2aC) 咕 一 
一 (CC 一 4 十 CC 人 一 CR)y 十 ec 王 0， 
Y>(0,y) 王 (CC 一 C 十 2c) 史 一 (1 十 性 一 尺 一 2cC)y 一 
一 (C 一 Co 一 (C 民 ) 一 0. 
故 Xas(0,y) 一 0 有 根 yo，yi。 
记 。 Yz(《0,y) 三 0 的 根 为 mm 7i。 不 妨 设 为 雪 站 。 由 定理 1 之 条 件 , 特 别 办 : 
[xz 十 (> 一 ci 一 玉 RN]=l 一 1 一 R 十 o 一 2asin0<0 (一 <O<o). 
故 有 : 
Z| 
< 当 C 芭 一 1; 
节 有 | 当 C 世 一 1 
<0 当 C >1. 
不 妨 让 C” > 1; 又 由 于 my> 二 1, 帮 一 1, 故 有 C 一 C 十 ea> 0. 
因此 Y2(0, 十 1 一 (1 二 CDOTIR 一 (1 一 co)]<0， 
Y2z (0,， 一 1) 一 (1 一 C)[(1 二 oo) 一 RR]<0，. 
(1) 当 a>0 时 ,由 (27) 必 有 
加 妆 一 1， 六 > 1 


Xa(0， 一切 一 [1I+e 一 及 攻 C 一 车 ) | 


X3(0, 十 1) 一 (1 十 CT[R 一 (1 一 2 
《27) 


记 
X3ai(0,y) 一 yYz(0,y) 一 ea( 曙 一 1)(7 十 C)， 
让 得 : 
X3a (0 六 ) = 一 Za( 中 一 1)( 交 十 C)<0， 
故 嫉 把 Xi (0,y) =0 之 最 大 的 二 个 根 分 开 。 又 因 灰 冯 一 1, 因 此 Po(0，x) 必 为 中 


(2》 当 z 云 四 姥 , 本 
Yy(0, 一 C)=(C 一 CICC 十 e)2 一 尺 ] > 0. 
故 有 
加 十 C > 0， 
如 果 C 一 C 十 2e>0 时 .有 
X3 (0,， 加 ) 一 一 ca( 丸 一 1)( 加 十 C)>0; 
如 果 C 一 C 十 2z2<0 时 ,由 Yz(0, 一 C) > 0, 必 有 轴 妈 一 C < 六 < 一 1, 间 有 
Xa (0， 力 ) 妈 0; X3 (0 7) 六 0， 

故 必 PIK0，yi) 是 中 心 . 

了 三 0 的 情况 可 以 类 似 的 起 明 . 
类 偶 的 方法 可 以 证 明 : 

注 4: 在 定理 1 之 条 件 下 ,方程 (E)3 在 ? 轴 上 任何 二 相 邻 奇 点 不 能 同时 是 较 点 . 





ee 
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引 理 5. 在 定理 二 之 条 件 下 ,，(E)s 存在 的 二 次 代数 极限 环线 之 重 次 为 1. 
证 . 由 于 (E); 的 二 次 代数 骸 限 环 之 重 次 经 线性 变换 不 变 , 故 仍 可 下 极 限 环 线 为 : 
G 一 和 妇 十 即 一 1 王 0 下 三 入 十 (7 一 co 一 玉 一 0， 
如 下 计算 G = 0 之 重 艾 。 类 似 可 以 计算 下 = 0 之 重 次 .引入 夯 数 rz) 使 : 
一 cosTr(z)， 
yy 三 sinT(zi) 


构成 (E); 的 解 ， 旭 只 要 r(p) 满足 微分 方程: 























实 忆 一 [4cosr(i) 十 Bsinr(t) 十 CjLCsinr(t) 一 2) 十 cos rt) 一 大]。 《〈29) 
/ 
由 定理 1 之 不 相交 条 件 知 (29) 式 之 右 端 为 定 号 , 即 r(i) 是 上 的 单调 男 数 。 今 计 算 重 次 . 
却 由 : 

7 二 |， 9xXa + 2 | 卫 

0 Or Oy jj(28) 
二 | xs + | ( 委 ) 
-zlL Ox 9Oy jos dr /Go) 
=(c 一 c)| Sln T dr， 
-xz( 一 4sinTr 十 届 cosr 十 C)Ccos7r 十 万 ) 
其 中 
一 昌 
一 2C 

基 有 : 

D2z 一 1>0，(C 一 BD) 十 8 有 (大 一 1) 关 0. (30) 
故 : 

4 沁 4z 
7 一 (C 一 (人 | 2 
， -= [(D 一 1)x 十 (D 二 1)] [GCC 一 了 B)z 一 24x 十 (有 十 C)] 
机 
[(C 一 BD) 十 BCD 一 1)] CC 


夭 0. 否则 将 与 (30) 耶 盾 。 

故 G = 三 0 为 单 重 极限 环 。 

定理 5 (和 结构 的 稳定 性 )。 在 定理 1 之 条 件 下 ,微分 方程 (E); 结构 稳定 的 充分 且 必 归 
条 件 是 代数 方程 Xi(0,y) = 0 不 具有 重 根 ( 即 (E); 不 存在 有 商 次 奇 点 )。 

证 . 因 (E), 的 二 次 代数 极限 环 是 单 重 的 ， 又 叱 不 存 中 心 且 蒋 点 不 多 于 一 个 ， 代 且 
从 (18) 得 出 不 可 能 有 从 一 较 点 再 回 到 此 较 点 的 积分 曲线 , 因此 如 果 Xia(0, y) 一 0 没有 重 
根 , 序 (E); 不 存在 有 重 奇 点 (高 妖 柯 点 )。 蜀 (E)3 结构 是 稳定 的 ， 

必要 性 是 显然 的 。 定 理 证 綦 . 

本 文 是 在 泰 元 基 教 授 帮 助 和 指导 下 完成 的 ; 寿 得 到 华罗庚 教 授 的 热情 鼓励 和 帮助 , 作 
者 在 此 表示 克 心 感 座 。 
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[2 Poincar6, H.，O. HKPLE6L OPDEOE.LHELA6L 0 万 05eD2HULQ.L526LUUL DCEHEHLR8ULL，pP.、33 一 人 7 
dy 25(x,y) 
0 人 WH 中 中 EPEHUWMAJbHblIX yYPABHEHMWYMHX 一 -== 一 
cx 有 礁 ;(X,y) 
0BEJIAQAAILWVMX KBSARPATHbIMWH AITEEPAWMUECHKWHMUVY 
nPEQAEJbHbIMWM LUWMRIAMH 
入 yaH ddH--IO 首 ， 中 aH 对 y--Ilay， 
CCUQHCHKLEL WU38O1IHCHUEL JUEePCUIIE1PD) CI JpCHcECKUE FieOGU202UUECKLE UNHCIRUNED2D) 
LeHb CHHb-q3HPb 
CAXJALCHCHKLUE JU6eDCUPICI1TD) 
Pe3IOMe 
PaccMaTDHM AH 中 中 epeHUHaIbHOe ypaBHeHHe C BellecTBeHHPBIMH Ko3 中 HHeHTaMH: 
> Crzi yi 
dy 一 了 az) 一 ociti<s (E) 
于 ” /3 
dtX X3a(X ,y) >， 2 Xi 
C 和 1 十 7 和 3 
JleMMa: 


日 eo6xXoTHMOe H XOcTaTOdHOs yYCJIOBHe TOTO，dTOOPI KB3aIDaTHPIe 8aJIFre6DaHde- 


CKHe 33MKHYTPIe KDHBbIe 下 一 0，G 一 0 (re 已 二 0 3JUJIHIIC，G 一 0. OKDYXKHOCTP) 


GPLJIHE peIIeHHeM XH 中 中 >peHIHHaIPHOrO ypaBHeHH ()3，33KJIIOqdaeTCcH B TOM，qTO (上 )， 
HMeeT BHX: 

dy -AAAFzCG 十 APFCr 

dx AiFyG 十 APFGCy 


IT Je Ai, AR 一 HeHYJIPBPIC IOCTOUHHPI2， 


TeopeMa 工 CCcyIIIecTBOB3aHH2 ) . 


Heo6XxonHMOe 世 内 OCTaTOJHO8S yCJIOBHe TOFO，dTOOPI 机 H 中 epbeHUHayIbHOa ypaBHeHHe 
CE) oOJlaxaeT 贡 ByYMJ KBaRDaTHPIMH 3aJIreODaHqecKHMH DpexeJIPHPIMH LIHKJIaM 契 ，33KJIIO- 
daeTCcJ B TOM，qTO MOXKHO，DDHE HHOMOIHH 
npeo0D3a3oBaHH9: 


JIHHeEHOrTO HeocoGeHHOrO 区 e 站 CTB 直 TeJIPHOTO, 
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XI 一 ax 十 By 十 e， 8| 
| 寺 0， 
1 一 yx 十 6y 十 了 YY 2 





DDHBOXHTbCJ ();K CJIeayIOIIeEMY BHXY: 


2 


及 
9 G， 


《1 ) 


(29) 


《3 7 


(y 一 oa)( 妇 十 见 一 1)(C4xz 十 By 十 C) 


尺 一 IIOCTOWHHPIe， 


x(x 十 分 一 1)(4x 十 By 十 CI) 


一 x[x- 十 ?一 一 RJG4x 十 By 十 C) 


一 y[x 妆 十 (一 oj) 一 及 jj(d4x 十 By 十 CC 
UDHJEM 
ar 尖 08 |cl 一 RR>10pH |cl>1， 

le| 十 RR<1npa |el < 1 
8BzZ 十 C 
MV .42 十 了: 
4 洒 0C 近 CC。 








oo 
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TeopeMa ITIL (examHHcTBeHHOCTP ) . 


IIpH ycJIOBHHX TeopeMPI 工 . 


peIIeHHe， 
IIHKJIaMH. 


KDOMe 06JIaaaHHH ABYMJ KBaapDaTHPIMH  aJIreODaHqeCcKHMH 


yDaBHeHHe (下 )，oOTCyTCTBYyeT Hpodqee IlepHORHJecKEOe 


IIDeReJIPHPIMH 


TeopeMa TII (ycTogfdqBocTP ). 







































































IIpa le|>1 
(E)8 
朱 
忆 
| 
双 
汉 
忆 
属 
区 
“) 
7“) 
如 
呈 
汉 
(ED)2 
| 
8 2 | 2 :一 5 z8 一 9 Z 一 3 & 一 3 
R 一 1 R=1l1 | R=2 友 有 = 1 
C==0 | CC 一 一 3 C 一 0 CC 一 0 C == 0 
一 一 2 = 一 了 2 《= C ”一 C 一 3 
分 
已 玉 =t 媒 一 ! 了 一 1 玉 一 如 -= 1 
(4 一 工 ) 《4 三 1 (和 二 1) 【2 (4 一 1 
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[IIpH ycCcJIOBHUX TeOpDeMPI I MO7XKHO CJIeOB3aTP: 

(1) Ina |z| 一 尽 > 1 opH |c| > 1，o00a KBanpaTHOrOo auJIreOpaHqecKOrO UpeneJIb- 
HOTrO _IHKJIa 贡 H 中 bepeHHUHaJIPHOrO ypaBHeHHJ ()3，B TO 水 e BpeMJ，JIHMOO ycTOoiqHBBI 
-JIHOO HeycTO 站 9HBPI. 

(2) Un jc| 十 尺 <1，npH |c| < 1，ycToHqHBocTP O060OHX KB3anpaTHOTO 3aJITreOD3aH- 
<qecKOTO TDeaeJIbHOTO IIHKJI3a 机 H 中 epeHUHatPHOTrO ypaBHeHHH (下 )，DpoTHBHa。T。e. 
KaKRa OHH H3 OO00oHX 6PIJI YCTOEdHBOCTPIO，TO 有 DYToE OPIII HeycToEqHBOCTPIO. 

开 ccxreaxyeM auJIre6DaHqdecKHM MeTOROM TOIIOJIOTHdecKyIO CTDYKTYDY KDHBPIX，oOnpe- 
eJITeMPBIX 机 HB 中 epeHIHaJIPHPIM ypDaBHeHHHM (下 );，DOJIYJaeM: 


TeopeMa TV . 


IIpH ycJIOBHHX TeopeMPI I KJIaccHHKaIUH BCceBO3MOXKHBIX TOIIOJIOTHJdeCcKHX CTDYy- 
KTYD KDHBPIX，OIIDeXeJIHeMPIX 区 H 中 epeHIHayrPHPIM ypDaBHeHHHM (E);，33aIHCPIBaTPCJ B 
CJIeYIOII2 站 TaGJIHIe; DDH 3TOM， 反 3XAHM KOHKDeTHPI 首 IUDHMep K3XKIOMY THIVY。 


TeobeMa V. 


IIpH ycvIOBHHX TeopeMPL I，Heo6XOnEMOe H 世 OcCTaTOqHOe yCJIOBHe TOTO，qTOIBIi 
ypaBHeHHe (下 上 );， OPUJI rpDy6o 着 CHCTeMO 站 ，3aKJIIOdaeTCH B TOM，qTO Xi(C0,y) 三 0 He 06- 
.JIaJaeT KDaTHPIM KODeHeM (Te. ypaBHeHHH (下 上 )，HeT Herpy6o 首 0oc060 首 TOqKH ) 
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目 次 
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3$1.2. 机 替 上 的 Fourier 级 数 31.7. 3$1.3 中 的 定理 的 证 明 
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3 1.4. pfCr) 的 计算 $1.9._ Dirichlet 核 的 代数 永明 
1.5. 儿 个 代数 恒等式 3$1.10。 求 和 法 的 一 种 定义 及 它 的 核 


$ 1.1. 引 告 

一 个 变数 的 Fourier 分 析 , 现在 已 经 有 了 丰富 的 成 果 , 不 少 问题 竺 到 了 园 左 而 完整 的 
解决 ,在 很 多 人 的 研究 中 达到 了 很 深刻 的 地 步 . 当然 ,一 个 变数 的 Fourier 分 析 在 数学 的 不 
少 其 他 颌 域 起 着 重要 的 作用 ， 可 是 多 个 变数 的 Fourier 分 析 情 况 就 不 完全 是 如 此 ;在 有 些 
内 容 上 是 有 些 不 完整 之 处 的 .至 于 更 一 般 的 在 任意 紧 致 帮 上 的 Fourier 分 析 , 那 末 ,， 雁 所 
周知 的 ,重要 的 结果 只 是 Peter-Weylll 定理 , 写 告诉 我 们 讽 : 紧 致 春 上 的 过 德 丽 数 可 以 用 
有 限 和 线性 式 来 逼近 之 ， 最近 , 华罗庚 证 明了 西 硬 上 的 连续 夯 数 的 Fourier 级 数 可 以 Abel 
六 和 于 宅 自 己 . 这 是 有 关 有 限 维 ( 维 数 大 于 1) 的 紧 致 介 上 的 岗 数 的 Fourier 级 数 的 第 一 条 
收敛 定理 。 当 然 一 条 收 伊 定理 是 优 于 盟 达 定理 的 

我 个 将 以 此 为 依据 ,对 西 春 上 的 Fourier 分 析 进 行 系 和 统 的 研究 ， 一 个 变数 的 Fourier 分 
析 可 以 看 作 一 维 丁 辜 上 的 Fourier 分 析 , 所 以 我 们 所 研究 的 一 般 的 西 礁 上 的 Fourier 分 析 ， 
将 一 个 变数 的 Fourier 分 析 作 为 一 个 很 特殊 的 例子 ， 而 一 个 变数 的 Fourier 分 析 上 所 用 的 
闭 些 技巧 ,在 此 将 不 壬 起 有 影响 的 作用 。 同 时 , 还 须 指 出 的 是 , 什 意 紧 致 子 硬 上 的 尝 德 而 
数 可 以 推展 成 西 硬 上 的 连篇 男 数 ， 以 至 对 于 凸 辜 上 的 Fourier 分 析 进 行 研 究 , 对 于 一 般 的 
紧 致 辜 的 情形 也 是 有 意义 的 . 这 里 及 以 后 所 用 的 主要 思想 是 硬 表 示 , 这 首先 是 由 华罗庚 
所 成 功 处 运 的 . 

本 文 是 对 于 贞 从 上 可 积 畏 数 的 Fourier 狼 数 的 奔 究 的 一 部 分 成 时 。 主要 是 对 华罗庚 
所 定义 的 Abel 来 和 进行 进一步 的 研究 ， 葵 出 了 Abel 求 和 的 具体 表达 式 , 此 外 ,还 和 给 出 了 
Fuurier 级 数 的 Dirichlet 村 . 

具体 的 入 , 在 》1.3 一 》 1.7 的 这 儿 节 中 ，, 我 们 给 出 了 Abel 求 和 的 最 和 终 具 体 表 达 式 , 这 
是 终 过 很 复杂 的 计算 而 待 来 的 。 1.8 是 用 分 析 的 方法 求 出 了 Fourier 级 数 的 Dirichlet 核 ， 


* 1960 年 5 月 6 日 收 鹿 ， 
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这 是 借助 于 Abel 求 和 中 的 Poisson 核 而 求 得 的 。$ 1.9 给 于 上 述 和 结果 以 奶 一 个 证 明 ( 代 数 
的 证明 ), 这 个 证 明 是 属于 华罗庚 的 . 应 用 以 前 同样 的 方法 ,我 们 在 $ 1.10 中 定义 了 一 -种 
求 和 法 ,并 定 出 了 旋 们 相应 的 核 。 

为 了 不 使 本 文 篇 幅 太 长 ， 关 于 以 这 些 核 为 依据 的 收 伍 定理 及 求 和 定理 ， 都 将 另 文 发 
表 ， 

本 文中 所 关 虑 的 部 分 和 及 求 和 都 是 方块 ”的 ,至 于 别 种 形式 的 求 和 (例如 , 球 求 和 ) 将 
在 另 文 重新 加 以 讨论 。 文 中 所 用 符号 与 [11 中 相同 ， 处 理 问 题 的 方法 及 技巧 也 是 与 |11 深 
切 相 关 的 ,文中 的 结果 是 在 科学 记录 上 发表 过 的 结果 的 一 部 分 !?1 

作者 愿 向 导师 华罗庚 教授 和 致 以 深切 的 感谢 ,本 妇 是 在 他 的 指导 下 完成 的 ,也 愿 向 中 国 
科学 院 数学 研究 所 多 复 变 数 本 数论 讨论 班 的 同事 们 致谢 ,他 们 的 宝 趴 意见 ,使 我 香 丛 荐 浅 . 

$ 1.2. 本 盘 上 的 Fourier 和 家 数 

设 U, 是 2 阶 西 硬 . 若 避 6 U，, 我 们 以 和 ,f (CU) 表示 也 的 标记 为 ( 矿 , 户 ，……， 力 ) 
的 本 表示 ,这 里 妨 , 亡 ,……， 太 是 斑 足 访 访 人 辫 有 的 整数 ， 记 NG 万， ,用 ) 为 
41Ja(U) 的 阶 。 我 们 常用 了 来 代表 (请 , 户 ，:…， 思 )。 若 

4 作 D) (criCU ) Di<i， j<V(G)， 

那 末 我 们 知道 {p4(CD)) 是 U。 上 的 就 范 直 交 和 邓 , 这 里 


pi(O) = GD wo 








而 C 是 ,的 体积 , 即 
一 (2r)zizo-D/((2 一 1 一 2)! 2417) 
{o1j)》 的 全 体 对 可 积 夯 数 来 讲 是 完整 的 ， 记 


0(U) = (HU))icr cv == 和 4i(U)， 


若 x(U) 是 可 积 夯 数 ,展开 成 Fourier 级 数 
袜 tr(crwy go (0D))， 


帮 之 思 2 过 
这 里 
CC | 2( 克 7) 国 7 (CPD)7 
J Lp 
tr 也 表示 五 的 迹 ，B 表示 也 的 转 苇 ， 
更 明白 些 ， 


me (2 | vanwGFoom 


pf 


= 二 | xw() 他 NOCfD)X17( 记 D 7 户 ， 


帮 2Pf 


这 里 Xj…fU) 为 表示 41 (U) 的 特征 ， 
首先 我 们 很 容易 的 可 以 证 明 x(D) 的 Fourier 级 数 等 于 它 的 实 部 , 邹 


Z， tr 《Cj (CDD)) 人 >， Retr CA.1@1 (CUD))， 


帮 盖 1 帮 2mf op 
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若 U6E U, 7E U。, 那 末 
zt(CU) ~ 人 U(H) 人 NON 7 ( 歼 避 7) 永 
Un 


四 >…>f 


本 Se c 人 (人 HI 7) 27 下 凤 )41， JU) d/ | ”) 刻 ) 
5 


… 和 fn 


NGC 
2 浊 ， J 和 -1 A (CU 了 pz 
2 


1 





但 是 - 
) -一 和 
wr(7U) ~ >， 人 cz 人 (| I 人 了 ) 4 CU TY ) 族 ) 
C Un 
1 帮 僵 ' 1 2 
3 NG1f) c 人 (| BCI) 4 一 7 hnGzEzo 字 ) 
， 册 天 
11>…p 和 1/ 阴 队 
一 办， N CH c 人 | BC 了 7217 有 7)41 (CU DLA 中字 ) 
11>peP1 0 (人 LU 
= 二 本 CE tr 入 了 1 JJD)L417 人 广 ) ) ， 
11w… 和 > ( 
这 是 因为 
< 了 1 上 (LU) 下 人 CU) 
及 
Ni 刀 ) 和 人 WA 晤 5 De 一 访 )， 
所 以 
ZUD) 十 x( 产 7 NCP) SS 
以 人 ztCPFU) ~ 和， 外 CRcltrCCA141 CUD))]1 47 (P))， 
4 11>…>1， 的 


让 7 一 工 , 序 得 
tw(CLJ) mw ， Rec trCC1 QI TU D))， 


1 一 …>j 


1.3. Abel 求 和 
华罗庚 叫 定 义 了 在 关 阶 西 恒 ,上 可 积 夯 数 x(U) (U6E U，,) 的 Fouricr 级 数 





>， tr(CChGf (IUD)) (1.3.1) 
四 >…p 和 fp 

的 Abecl 和 为 

人 pfGr)trCCnynghyaCU))， (1.3.2) 
jj 
这 里 

! = 一 工 | 一 思 ”xi(U)D 1.3.3 
Pr) TD Pw7TTDTE 作 UI)U. 《1.3.3) 


代 且 证 明了 当 > 一 1 时 1.3.2) 的 值 趋 于 x(U), 即 (1.3.1) 是 可 以 Abel 求 和 ,其 和 为 wx(U)， 


ia 
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至 于 pf(r) 的 值 , 他 指出 ， 





GD) pz) 一 1， 当 ”一 1; 
本 yz 一 化 一/ 0 之 廊 之 二 之 7 -1 之 帮 


我 们 要 诈 明 
定理 1.3.1， 当 1 > > .……'. >12P0>1>.…>1(2Er0) 时 . 那 末 





pf(r) = rtrHlrittf Na8INCE 人 yetrt tan， (1.3.4) 
PE 二 1>…>8n20 NGCfDJNCg) 

这 里 Ni(e, 6) 表示 NGCel ay pb pg 一 (gl go) 而 (8 十 二 一 1， gs 十 
十 2 一 2，'…，8gn) 是 (0, 1,，.… ,2 一 1) 的 一 个 类 列 。，0 有 RD 有 人 pg 一 P; 
下 

pr) 还 可 以 表 成 以 下 这 些 形式 . 

定理 1.3.2。 若 (, 轨 ,……,o) 是 (0.1, 2 一 1) 的 一 个 覃 烈 ,而 册 > .> 
那 末 ， 

全 区 二 所 


” y111 十， 让 > 于 | 《1 一 pk)C 一 01) 六 2(2r 十 1 十 +vz) 2 


一] 二 1>…>VyHpP0 7 一 1 R=<+1! (Gy 一 25)( 1 一 0 


定理 1.3.3. 如 同 定 理 1.3.1 中 的 假设 , 那 末 


Bf(7) se 了 人 和 和 有一 放下 福 ， 已,yr2， (1.3.6) 
钞 卫 国 


这 里 





一 之 由 放 人 一 ww 一 区 


人 1 一 1 = 二 1 (> 本 2)K) (1 7 0) 
人 -DG 


Dr 十 1 十 … 十 Dzp=y 十 


>， Ne(f， g)N,Cg 1) 
PETTIPEApP0 NGCfD)NCg) 


Br 十 1 辣 ”十 轨 力 二 
1.4。 pf(Cr) 的 计算 
在 这 几 节 中 ,我 们 将 来 证 明 上 节 中 的 这 些 定理 ， 
普 先 我 们 看 到 (和 参 关 [2]) 








F | 2 2 123 
IN CL 一 5) 
和 9 
rPO1 >， 着 一 r T | | wm 270， | 27 
人 
| ef161 fl10n 
| 
| ez261， obn ER ， 
和 (人 e 攻 ee 本 “)d0 .20 (1.4.1) 
和 过 也 
ezlinb1 ， Ciln6nr 





将 (1.4.1) 中 彼 积 夯 数 的 行 烈 式 展开 ,于 是 得 到 
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站 全 2 ) 1 2Z (824 一 T)akor2z 一 T) 全 
OZoxrp” zz OZozr:” ze 工 OZorz” xz) 
(t Ta 一 2 一 TIjuter24 一 1 | ee 一 一 Tue 一 | 2 nes2l Ter24 一 卉 | | Le 一 D 一 (ON(L)O 
gPov;;2? 二 gPorz2 xz 了 OPoryz2 了 De 
spi-24 一 T)s(or24 一 T) : E (goi24 一 [T)e(or24 一 T) 1 2Z ,zx(o:-24 一 TI)s(e:24 一 T) 1 忌 < 
gbZovr:2? xz OZorzp” zz OZPorrz2 xz 
克 攻 看 于 林 匠 xz 混 了 苞 中 有 恕 及 xz 如 攻 本 由 三 项 压 中 天 凡 三 虹 攻 可由 二 壳 阵 中 忌 峰 
二 呆 攻 号 游 -xs(I 一 )1 -sii22D 阿 洒 攻 xz 蓄 CI 一 ) 人 -siD 和 何 浊 朋 二 尼 (CT 一 )04 -02D 条 浊 妇 一 咒 妨 “和 员 于 有 耻 此 本 轩 本 没 
.| sz|e24 一 Tofz2Z ,we|er24 一 T| of 2Z , |o24 一 T| of C 
OP- 四-<7)z2 | 芭 和 we 天 -| [ OPoko-a-LD)z2 | [ 























sp24 一 工 | ,po224 一 工 1 2Z ，w|po24 一 [| or 27 |。 (zc 一 Lo-wxs(I 一 一 (NGCL)O 
boo-sxp)z2 xzJ 1 Zou-zn)z2 xz bZoo-1D)z2 xz 
1 old 一 上 | 和 一 ae|er24 一 Tof2Z 
OZot-*iD):2 xz 上 OZPou-: )z OZoo-1D)z2 xz 工 
| 2 8 
看 站 | | 
sl“ 有 
as [ 站 14 0 和 矿 0 x(27Z ) TI 一 &3 TI3 207 n db 
6 OZiroG 一 3y-*D++1003-1012 员 PP | “ 沁 本 全 28 全 -ovs(I 一 ) 一 ( 力 N(7) 
zf 人: 2 xz。 


亚 二 蔡 罚 此 入 竺 风纪 级 菩 闭 井 狠 中 (8 人 口水 


了 = 要 
ug | apg124 一 [ 
6: 卫 0 xz(27 ) < 
关 区 中 是 罗 | [ ”2 ({)N(C2 ) 


00 以 (210 与 上 加 性 5 当 建 航 时 上 以 ) 力 曙 阿 有 下 寺 pl 十 十 1 加 重 人 十 十 0 鹿 : 避 每 阅 生 此 季 必 诊 束 二 





D。 





(StT) OP OZ(*o-2 ……， 102)Guzow+ +101D); 


本 一 ”7 


三 
so:24 一 【| 由 。-<vo<-<ie<s 


OP IOP(zo? 人 10i-2 ) CUzp n+18 3 5 AN | | 本 汉 IN ， 挟 一 (ff)NC4D)7O 
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工 届 全 发 日 由 和 恰 中 导 一 衫 表 
芷 邯 避 又 SU STS 

































































(9T) Le 0 本 一 IT) 三 (NOCLDJO 
《 \T 一 妈 》 丰 
4 攻 (yyT) 梧 - 
.| (er 24 一 T)sp-(eor2242 一 T) | se (er 224 一 Tjzs(er22 一 T) 1 2Z 。(eo-24 一 T)z(eor24 一 IT) ofzz| 
妈 Porvai2 xz [ Purei2 xz 工 OPorzi2 中 工 
(SS 了 7T) 1-a(e: 一 ?+ 4 一 T)xp(oz2+ We of -人 6 Cimakppc2d4m ko 一 了 1 < is 2 一 [Je(er24 一 T) ofzZ | 一 ci TY 
OZPovai2? 册 [ OZorez2 xz [ OZolz:” -| T 
sot-24 一 T)sp(er24 一 T) 伍 2 LI)zs(er24 一 IT) 2Z skeor-24 一 Tjiokeor24 一 T) of22Z 
DZPorxai2 机 BZPorzi2 0Pirzi2 四 
各 落 习 | 
《YYTD) 人 上 量 董 于 史上 纪 上 明 遇 妆 图 论 儿 民 
I=4 
ai_24 一 T) xz(ao;27 一 
要: 201 一 避 《 一 殉 玫 人 F 二 本 I 0: 一 上 (“e T) 且 (2Z) 
四 [ [ / 、 (2&027 十 .十 1917)2 2 xz(z4 一 T) 一 了 上 [ 0-9xE(T 了 COA(2) 
奢 影 (5 TD)Y 3 严打 
。 ne 6 ee 六 2 6 6 
人 四 ) -Core 一 D 出 0-ss(L 一 ) 一 (ort-24 一 T … 00-24 一 T)Go-osf-(2 一 ) 一 


me 0 34 (wo 24 机 188-24)CG0_axg-4 一 (zpp-2? 本 co_2)G 


0G WW5(tT 妥 于 汪 名 兰 恒利 (8TDY 奇 所 让 感 路 5 于 闫 十 


可 16i-24 )COU-2v-《 一 


中 8 直人 姥 贡 滋 上 明 (xz 
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2 


二 


?7 ve 9 ,7 十 1 
ai-1 呈 5 邓 一 1 凶 1 刘 一 1 7 姑 
四 4， 1 ;0 定子 .121 有 


将 这 些 居 等 式 一 起 相 加 ,者 起 到 当 1 <<0 时 ， 


1 1 
二 状 一 0 ， 
于 是 我 们 香 到 改 等 式 
本 WE 要 
8 = 人 二 1 一 j。。 了 
了 = 9 
但 是 
6 Z 1 7 /1 十 2 
, 避 和 人 4， 了 时 并 了 、 
1 1 十 1 1? /1 二 1 1/ 本 
ee 
1 上 1 7 十 1 ! 本 

ae ae 4 ? 十 ) 4 和 7 十 

竺 这 些 屠 等 式 相 加 , 由 于 考虑 划 
! 0 
人 一 0， 
所 以 
ee 2 
An 开 Ann 
以 此 式 代 入 \1.5.1) 即 得 
人 二 7 十 2 人 7 1 -HH2 
0 


炎 二 / 一 0 


悉 纺 应 用 上 述 的 步 奶 .最 后 我 们 可 以 得 到 


才 有 


注意 到 > .0> 
步 肤 ,使 之 递 加 到 0， 


rn 刘 寺 只 二 过 
K 一 0 (一 人 


，(& 一 we 本 )! | 3 We 
世 人 二 1.5.2 
RE 了 一 1)， 二 ) 


/+ > > 1 我 们 在 (1.5.2) 的 右边 ,再 对 /。，: 进行 上 济 


一 直到 对 +， 进行 上 述 步 骏 , 使 之 递 加 到 0, 最 后 ,我 们 竺 到 


5 +1L 一 5 


Ar 二 1 一 0 人 0 太 ， 4 区 一刀 汪 1 )， 


《 归 。 = 和 ! 1 
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区 六 了 zi YT YY 7 风 4d4 : CD - 
人 ITCT 一 (十 zi 一 + 玉 全 0Poxe < 








,([ 0 如 )17LCT ww ZL ) 人 ac 人 (Or 了 本 [ )5(0pz27 午 伟 
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叫 
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CT 一 
01z-2141(T 一 1 十 ) 0 [) 
1 人 (FE 一 己 ) 二 
《 Eeeaaiane 和 ca ES 
gyz2y44(T 一 闷 十 忆 ) -人 | 
阿 咎 "0<4< 工 汶 国 “ 亚 
汪 下 阔 
(zeT 1 
杀 人 } 2 一 人 上 一 4 十 妈 ca | 2 交 DOPoz:2? .| [ 
半 星 "0<4<T0<w 0<5 0 和 近 4 导 'T9T 竹 1G 
组 于 站 肯 亚 落 几 给 莘 手 比 入 半 了 攻 比 联 丁 区 了 其 
Le2L4<Ejsolter24 一 )『 芋 亏 2 (et24 一 Th+o-weor2z 一 局 ) 舍 5 54 一 [jutpt24 一 工 ) 人 < 2 0 xz| 
OP | [ OP we 0D%r7p2 We gPowrp2 了 


区 0 
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OP 7 [ OZ xZ [ OZor7:” 和 [ 

24 一 T)sy-ser24 一 [ 作 so-2.4 一 Tii+ry-a(por22 一 T) 仁 ab-2L 一 Tor24 一 T) 人 afor_24 一 T ao， 1 
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z-a3yP 

















(se-(3 一 下 737) 和 (一 TD)02) | 一 的- 人 -eemy 
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TD 


3?) 时 理 肛 下 草 科 让 闺 隐 比 出 再 (059T)Y 澡 
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0=yY 1 
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eV 硅 革 噬 加 路 5(T9T)YS 副 明 (z9T) 姓 
“(Z9TD)I 目 3 析 贡 


[一 v 忆 T-vP 


Sy 一 ea。 | 0 
.404 ?1 


te ii(T 一 2)i04 十 3iGT 一世 ) 








(5(3? TD) -e+u3) ww 


0=Y 
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应 用 华罗庚 的 一 条 定理 ([1] ,定理 1.2.4) ,可 以 知道 上 式 右 边 等 于 
7 一 代 …17 十 2 一 1 
(> 一 1)! .211! 
1 一) 一 (一 
(1 一 轨 )”， 2 引 (1 一 轨 )”， (1 一 丰 ) 一 ?+4r+1， 了 (1 一 如)-2+4n 
时 和 /pe 和 3 /一 
上 (1 一 四) 引 (1 一 加) (1 一 如) 一 ?+4+1 (1 一 加 ) 一 “ta 
一 r-4… 一 4+ze-DK1 一 上 于 
ee 
8 。 < 22 ， (1 oz 2) 5z+1， 器 (1 2) An 
linpnnp .| .oo D(z 起 (1.6.4) 
人 YY / 
本 (1 一 加)4r+1， Sn (1 一 加 )4n 
以 (1.6.4) 代 入 (1.5.3) ,注意 到 
到 一 
gp(t) (一 p 一 1)1 Le 阿 《 t) 之 vt 》 
而 
< 0, 4 一 (一 1" 一 户 一 1)! (1.6.5) 
人 一 bl( 一 一 Di 一 > 一 1) 
我 们 有 
aa ee | 72) 一 9 
引 ， 民 ， gti() ， 2 gt) 
二 .12 81 (52) Bt) 
limn 。| .ev /pa 本 (1.6.6) 
2 1 ， 0 g1 (to )，.……，8g1 (to) 
ii es wise 
(Cr 二 六 人 (1.6.7) 
rr 二 0 (2 十 1 ) 2 
这 里 *,，! 都 是 正 整 数 . 
证 . 显然 
1 wz 二 DA (rr 十 D1 _ 
之 | = 己 人 二 人 + D 袜 思 ! 


-三 和 +(+DS Cr 本 





=0 7 一 0 | 
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立 得 (1.6.7). 








硬 1 DR 
二 7 二 本 Al! 








所 (一 bp 一 1 SA 一 让 
ar 
弛 一 1 大 
(& 一 户 一 1)1 (一切 ? 
包 之 〈 一 尹 一 1)144 一 >)1D! 


所 所 (一 bp 一 1D!( 一 ) 
忆 世 (一 ?一 TI 一 要 1 


| 








所 以 
，_ SS (R 一 bp 一 1)!( 一 1D)  ( 一 Dr  ” 避 :(r+u 一 p 一 1) 
最 era er 2! (一 户 一 1)! 之 r! 
〈《 取 和 一 > 一 7 了) 
在 (1.6.7) 中 取 * 王 ”一 7 一 1,1 一 > 一 一 1, 于 是 得 到 


(一 1)"(2* 一 一 1)1 
2D!(〈 一 户 一 1)!(2 一 2 一 1)1(07 一 志 ) 


而 这 就 是 (1.6.5). 由 [ 引 中 的 定理 ,我 们 知道 (1.6.6) 就 是 


人 = rareroGl 一 四， 


















































ip-176 ol dr 一 lg，， At) do gr (zi) 
2: 
各 交 全 Ce 一 ti dr go de grn(z) 6 
2 9 
本 t， gt)， 5 gD (zt) 
$ 1.7， $ 1.3 中 的 定理 的 证 明 
将 (1.6.8) 的 值 代 入 (1.4.6), 于 是 就 得 到 
-01 一 一 ia+22-D 9-1 4 一 1 
(r)NCf) = war 
D 信 -一 by， 人 bn 四 
(> 一 1)! 二 yy 十 ] 一 0 yn 一 0 到 
二 
po 
Lp 一 3811 区 C22 一 2715 Ctrl 5 tn 
ee 0 和 3 
t1， 本 zt25 十 1 记 困 








从 (1.7.1) 可 以 看 出 
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好 (3 一 1) 


p(r)NGf) 三 Te 





E pv 
吾 z 十 1 四 


包 了 十 1 71 
“= ! 1 ! 一 ]>V5 十 1>…>o2zpP0 





















































Ca 一 1801 22 一 1715 2 一 1z2r+1 2 一 177a 
me 9 间 9 Re 9 er 9 下 9 
Cin1 2 dt" 一 ! 
Ci 一 2 La 一 2715 2 一 2875 二 1 2 一 2 
Ps 大 病 重 9 人 四 as Per 》 三 大 天 9 = 
CC 2 Ci Cit (1.7.2》 
太 ， 》 ti ， 太 z+1 、 8 ， 
光 时 
Xe - 近 
【 Z 2 
5 十 1 了 十 1 3 十 1 
Li+l ? Lv ? ? 4 
Z z z 
5 十 2 和 5 十 2 
dr1，4o+a， ，d。 
5 一 
万 1 人 
Z Z 《 
记 刀 = 
dr，4orta， ， 作 
到 (一 17w+HHH +om(7 0 1 和 1)1 0 (7 一 /一 1)! 本 
D,+11 .Do (一 03 一 1)1 (一 1 一 1)1 (zz 一 Di+H1 一 1)1 (> 一 2 一 1)1 
1 大 大 本 1 
9》 3 
7+1 一 [+1 7a 一 /+1 
1 1 
。 大 硬 闪 9 ae aaa am 
?275+1 一 Z5+2 ?一 Z+2 
1 1 
、* 共 央 
Dr+1l 一 网 2 一 网 李 


应 用 [1 中 的 定理 1.1.3. 我 们 得 到 





人 
1 D,H11 7n1 (一 71 ee 1)1 和 (一 -本 一 1] 1 ) 


义 站 (pH1， 27)D( 一 0， 二 





弛 一 天 一 了 


(一 Di 一 1)1 (一 加 一 1 有 下 (一 0) 











fi=1 171=1 
一 〔〈 一 1)25A+IT 2 en | (zz 一 1)! 
(一 03 一 1)1m1 “21(2 一 力 + 一 1)! 
0 (1 





(2 一 1)1! (一 1 一 1)12! zol(2 一 加 一 1)1 
机 1 D(p+l， “27o)DD( 一 0 0 一 1。) nn 


一 


1 = 了 十 1 一 了 二 1 





(2 一 1)1! 
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旬 
有 本 要 开 一 :一 | 坚 
[= (一 ] )%+1+ 十 oz727 了 革 人 7 Cv 四 


了 一 了 十 1 


D(p+b SS “27e) 刀 (一 0341， 人 一 /) 


TJ T[ (2 一 人) 


了 = 了 十 1 太一 了 十 





。 (1.7.3) 


一 


忆 


Me ws(Cxi， 0 X，) 


NGC ，pa) 一 im -一 一 - 
ximt D(xi， we) 





和 交 一 | 


我 们 得 到 
本 
证” 


C2 一 3111 Ce 一 371y 2 一 27v5 十 1 2 一 219 

















AR 二 ee 》 ? 汪 
Se 2 人 En 
的 zt zt 十 1 六 
! ? 
了 3 】 
7 
1 了 
il17 ， 、 Zr 
2 5 十 1 1r 二 1 / D4a，. …，Y*o) 一 
站 1 一 光 尼 了 帮 了 5 
? 全“ 沁 
e 了 
多 y 
Z 9 tm” 








10+ 十 45AHITTon 一 到 nn 一 DNTC 有 5 1 (1.7.4) 
将 (1.7.4) 代 入 (1.7.2) , 即 得 


1 二 二 1 一 2 有 
p(r)NCp) 一 > 汪 ， FE 


7 一 Per 十 >…>92ApP0 
十 1 一 zz， De)r20rHIt em) (1.7.5) 
我 们 注意 到 二 个 重要 而 显然 的 代数 恒等式 


人 3 人 二 | (> 一 人 ) 
11 =1 


Di (2 一 只 一 1 一 下 (一 )C 一 TD%， 
一 1 
< 大 


本 


以 此 代入 (1.7.3) ,得 到 
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Bittvi 一 《一 1) IT | 二 上 / 下 信 志 En De%| x 


k=z+1LzI ji=1 


34 


头 jz* :站 (一 ZL:+1， “”? 1) 疡 (+t 0 2m) 一 


可 开 (w 一 ) 


了 = 了 十 1 KR= 了 二 1 


DC 一 041， < 1)D(D+Hl， 人 .，?Dw) 二 T (yw; 7 


一 三 7 十 13 二 1 


由 To 一 wx TI [ (yw 一 Ar) 


KK=Y+1 =1 j = +1 KK=z+1 
了 地 大 


D( 一 04， 本 间 [ [ (7 针 5 


太一 了 二 1 7 了 =1 











] To 一 2zDCO Do) 


k=*+1 7=1 
_ 也 (ni， 人 
DC ，. ,Dry Ditl， Do) 
这 里 四 交 > > 而 (， …… Do) 是 (0,1,.… ,2 一 1) 的 一 个 排列 ， 从 5(1.7.6) 
及 注意 到 


本 = 2 二 一 1 和 十 一 2 po-1 十 1，pn) 
Nm， :1 DGz 一 1, 272 一 2;,.……… ,1,0) 
我 们 立刻 得 到 定理 1.3.1. 按照 WCmm，.….， pm) 的 定义 及 
DGCxri， .xn) 一 T (* 一 zk) 
了 < 大 
的 定义 ,我 们 轻 过 化 简 手 绕 后 ,就 可 以 得 到 定理 1.3.2. 至 于 定理 1.3.3 的 证 明 , 可 以 直接 
从 定理 1.3.1 及 1.3.2 中 将 指数 相同 的 项 相 归 并 而 得 之 . 
作为 定理 1.3.1 及 1.3.2 的 推荐 ,我 们 有 如 下 的 代数 恒等式 : 
届 z>>5 之 0， 矿 之 万 之 … 之 j1 一 方 十 2 一 1 四 =1, ,2 那 末 
>， N,(f,g)N(g yy) 2 
:gga>z0 NG)NCg) 





(1.7.6 ) 








《1) 


这 里 g 三 (gl，g2， “go) (8 十 7 一 1 8 十 2 一 2， 1 “5 
一 个 排列 ,0 记 刀 有 化 … 志 8 一 和 


Y [[ [ (一 zx) (一 A) 一 1 (2) 


8 一 ]I>yr 1>…>vnP0 =1 =z+1 (7 一 2K) (2 Ak) 





这 里 (mm,，.…，?ys) 是 (0, 1,.…，z 一 1) 的 一 个 排列 ,而 六 > .…. > 

当然 (1) 与 (2) 是 二 个 有 趣 的 恒等式 . 

可 以 验 让 $ 1.3 中 的 p 人 >) 的 性 质 (ii) 是 满足 的 . 

从 定理 1.3.1 等 ,我 们 自然 可 以 得 到 Tauberian 型 的 收 伍 定 理 , 为 了 不 使 篇 幅 太 长 ,将 
在 另 文中 令 述 划 证 明之 . 


$1.8.。 Dirichlet 术 
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现在 考 虑 可 积 男 数 x(U) 的 Fourier 级 数 
>， tr(CCcry GOf (CU))。 (1.8.1) 


思 万 > 


的 部 分 和 
SW(CI) 一 嫩 ， trCCm-yaG1yaCUD))， (1.8.2) 


N>11>1>…>1 一 N 
这 里 1 一 访 十 2 一 1,052 王 万 十 2 一 2 1 一 1 
我 们 将 要 证 明 
定理 1.8.1. 可 积 丁 数 x(U) 的 Fourier 级 数 (1.8.1) 的 部 分 和 (1.8.2) 可 以 表 为 


1 六 
到 上 wo)G2wCD 4 


这 里 IN(7) 是 Dirichlet 核 , 它 等 于 


dv(OU) ? 2 dv(CO。) 
dv(O) 、 ee dv(O。) 


(一 门 训 (e 一 0 
(一 1)1 2111 万 (ci ，czoo) 





ZN CO) …，dN (go) 1， 











1 
sn(N + 五 ) 0 
这 里 ci ，.… ,cits 是 了 的 特征 根 ，dw(O) 三 就 是 一 个 变数 的 Dirichlet 


sin 一 0 





核 。 


钱 ， 首先 从 $ 1.2, 我 们 看 到 (1.8.1) 就 是 
二 | wu(U) 。 NGCDXT (到 ) 它 ， (1.8.3) 


让 


所 以 (1.8.2) 也 就 是 
二 | w(PD) 2 


N>11>12>…>15 一 N 


我 们 来 计算 
奉 ， NCfP)Xy 7 ( 严 )。 


N>11>12>…>1 一 N 


从 (1.3.2) 及 (1.8.3) 知 道 , 所 谓 级 数 (1.8.1) 的 Abel 求 和 就 是 





工 | wu(U) 袜 pf(r)NCPDXAT( 严 ) >。 (1.8.41 
[7 11>… 和 > 
由 [2] 及 (1.8.4) ,知道 
二 (1 一 rm 
/ 7 ) 炎 el 7 ) 一 ea 二 
机 pI 作 r)NCFD)X7 CT D) 二 


于 是 ,从 Xir(7) 的 定义 ,我 们 知道 , 若 ez ein(0 志 凡 志 0) 是 7 的 特征 根 ， 
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10 条 





那 末 


1 












































站 10 RN zi0 aa 
六 衣 (r)NCf)MfyaCe 1 ，e as) 一 
D(Ceio， 人 ein) 1i>f>j 1 》 
区 (1 一 72) 史 
1 0 yei0l|2， 11 7 ein| 2 ? 
这 里 
X， 1 
W ， 尖 
My Te(xl， . xy ) SS 
xf 人 tn， 要 oa 
郑 虑 中 ， 02， 7 0， 的 国 数 
。 DCeie ein)(1 RE 72 
和，.…0.) 一 5 (1.8.5) 
& 人 19》 》 ) 11 一 et 11 辽 ri0m| 2 
展开 成 多 重 Fourier 级 数 ， 
人 (1.8.6) 
ob，y0 六 一 沁 
研究 写 的 部 分 和 
N N 
二 ee 六 和 
y1 一 一 人 yy 一 一 人 
四 4 人 交合 人 g( 册 ii， .Un) 1 lv(Ji 一 人 ) CU dy ， (1.5.7 ) 
(2z)” .0 0 1 
这 里 
1 由 
sin(N 十 了 了 】 CC 
dv(0) 一 一， 
sin -一 (《 
2 
让 旦 -一 个 变数 的 Dirichjef 核 . 
电 于 
Ce yw 
上 1 一 yeibl|22。 | 1 一 ycibs|2n 
- 了 omDNCO(Z pa eat Hot ] 一 
1 丰 关 …>>fm 太 
ns >， 本 
ooPP1y1P 一 % 
可 以 看 出 (1.8.7) 的 左边 就 是 
of(r)NCPDM1TCe 1 ciez)。 (1.8.8) 


Nzi>12>…> Lo 一 N 
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之 pf(r)NCFDX7 CT C[e， 二 cign] ) 二 








NI>12>…>1>-N 
本 奸 人 ”DCei， 汪 etiyn) 
(2xz) Jo Jo De 5 ve sa) 


、 本 上 av 一 27) ap (1.8.9) 


[ 11 一 rett|2a 本 











=1 
应 用 以 前 我 们 一 笛 使 用 的 积分 技巧 ,可 以 证 明 (1.8.9) 的 右边 就 是 
二 ff DCei ez) 
Deibl .ein) 〔(2r)* 2z>vi>y>…2>y >0 T 1 一 rci 
PK 加 : 0 (1.8.10) 


[ 们 Pd 1 现 履 ， 2 $ DO,) 足 


ZN( 凡 0) 人 Nd En 0.) | 
ZNv(y 0 ) ， EM dv(ya 四 一 0.) 


三 


ZN 并 和) ， 3 ZNv(Cy， 人 也 ) 
将 (1.8.10) 的 右边 的 积分 对 酉 难 的 旁 系 积 分 ,于 是 得 到 


1 工 | (1 本 - 有 Pd > oO、 0O) 放 (1 8.11) 
D(e ， Eee citen) C Da | det (CT 一 > 下) D(e 一 1， 2 en) 


让 > 一 1, 于 是 of(r) 一 1, 这 样 (1.8.8) 就 是 S 昂 (CU) , 而 (1.8.11) 根据 调和 画 数 理 葵 1 ， 
当 ”一 1 时 ,这 就 是 























1 必 m PR 各、 
Deie 、 本 eten) Yi 0 ws 区 czyn) 》 
4 -0 


而 这 驶 是 


se lim PC ， 5 0.) D(， 7 山 ，) 
DC(e ai ，eften) Vi-0 DC …，， 几 ) 有 








应 用 [i 中 的 定理 1.2.4， 邹 得 2 w(p) 等 于 
dh(OD)，.…， dvGO) | 
dZNv(O) 3 和 ZNv(O,) | 


(一 门 查 *(" 一 1) 


(一 1)4 .241147D(ezo，...， cion) 





过 多- 于 十， 二 全 二 


0 0) 











eti-21 十 十 We 二 Me 


10 答 


(z6T) “(05fTT 一 oa/ 
eV 十 .十 32 十 二 二 二 必 ER 辫 
rr 


zz 十 .十 -2 十 -2 十 二 2 二 ViV 十 十 si 十 




















e 5 ra | 

了 了 se We 
0 本 人 风 K 

gY “。 “eV 5 A 

1 区 阅 “1Y [ 昌 ， | 


N 一 UL1<…<TI<N 
一 (sj2 .02)243CDN 执 
哲 上 "入 炎 事 蝴 订 尼 有 (T6T) 肛交 星 一 攻 痢 此 黎 (2 2 1) 录 “ 汽 数 区 庆 芋 罩 壮 有 区 此 上 上 甲 


my/ 调 昌 芷 到 
xbt2 一 Y ee e 2 2 2 一 化 备 称 


N 一 <21<…<zZ1<TI 过 N 


半 (IT6T) to 本 人 














二 N 一 < 1 <…<LI<N 
一 (*ei2 12) 和 了 CDAN 执 


惹 收 思 愉 六 未 十 甲 
狩 uossItod 上 上 


骂 济 小 择 团 理 上 朋友 百 山 用 理 妆 斗 昌 丙 昌明 辣 呼 一 上 证 鳞 请 丝 击 允 T8T 可 水 上 睹 亚 基 沙 “ 明 亲 指 而 二 置 枉 甘 轩 肛 引 一 详 
曲 班 并 3j6 涯 slqorQqd 6T 
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将 (1.9.2) 的 右边 的 分 子 析 成 到 个 行列 式 , 那 末 ,这些 行 烈 式 都 成 为 如 下 的 形式 : 


共 浊 1 
Al 、 /2 9 和 起 
1 lv oa 
N N 1 和 本 2 
和 (1.9.3) 
11 一 一 N 12 一 一 人 站 
ee e 和 和 
ee 








这 里 ww, 2 2 是 1, 2, 72 中 取 值 ,显然 (1.9.3) 中 所 有 的 行 烈 式 都 等 于 老 , 除了 
(> 2 Dn) 是 闪 轩 2 0 72) 的 一 个 排 烈 ,于 是 


环 ， NCf)M7 (ezl，.…，eibn) 一 


N>1I>…>1o> 一 N 


刀 ， 和 | 5 
1 ? 
w N | 722， 0 加 | 
| 1 
11 一 一 NM /2 一 一 N 
1 1 
12-1Xm ， 的 汪 有 








几 人 及 

证 ”王城 

一 N 一 内 一 及 

有 NN 有 

 ，，， 和 ，: 
wa 一 作 一 几 








及 
本 1 一 >， pe， ， 2>， 12 一 1 
一 内 一 N 一 从 
dv(COU) 、 ZN(O2) 9 0 dv(O。) 
ZN(O) 9 dv(O)) ? 人 dv(O。) 
1 





人 


ZN 0) ，Z-DC0)，…，d8-DCO)|. 
这 就 起 明了 定理 1.8.1， 显然 ,这 个 证 明 比 起 $.1.8 中 的 证 明 来 要 简洁 而 直接 ,但 $ 1.8 中 的 
证 明 是 一 种 处 理 矩 阵 积分 有 用 的 方法 ,因此 途径 虽 为 曲折 一 些 , 还 是 写 了 出 来 . 

$ 1.10. 求 和 法 的 一 种 定义 及 它 的 核 


前 面 二 节 所 用 来 证 明 Dirichlet 核 的 方法 ， 立 刻 建 议 我 们 对 于 西 邓 U 上 可 积 夯 数 的 


Fourier 级 数 ， 可 以 作出 一 个 一 般 的 求 和 法 来 ， 并 且 可 以 应 用 前 二 节 的 方法 容易 地 求 则 写 
们 的 核 来 . 


 w(b) 是 在 0 和 9 入 2r 上 可 积 的 画 数 , 旋 的 Fourier 级 数 是 








Ce (1.10.1) 
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08 
We ppD 
ww 人 ApCpE 9 
一 oo 


一 
at 


写 的 核 是 


f 


Aw(O) 一 (1.10.2 ) 


《当然 ,我 们 假 届 核 是 存在 的 ， 即 〈1.10.2) 是 收 伊 的 ) 假使 当 驻 趋 于 人 朴 限 时 , rw 一, 那 末 
斥 1.10.1) 称 为 可 以 了 求 和 ,其 和 为 v。 
根据 这 些 ,我 们 来 对 UV, 上 的 可 积 男 数 的 Fourier 级 数 ,给 出 一 种 求 和 法 的 
定义 1.10.1. 设 x(UD) 为 在 U， 上 可 积 的 国 数 , 它 的 Fourier 级 数 为 
>， tr CC 7 区 
帮 二 … 和 jn 
作 和 
7 一 本 尼 mpD ip "Art tTr 《Ch (CUD)) 
思 >… 和 1 
若 当 和 起 于 极限 时 ， ro 一， 那 末 我 们 称 (1.10.3) 可 以 了 工 求 和 , 其 和 为 *. 
例 1.10.1. (ca 次 Cessro 求 和 ,ww> 一 1) 
TN 一 40 。， L1 tr 人 C17.Q1 .yw (ID)) 9 


NI1>…>17 一 N 
这 里 
=。 _T(a 十 一 10 十 1)T7CV 十 1) 
1 Te+N+Ii)FN 一 +17 
例 1.10.2._ (Abel-Poisson 求 和 )2D 
7 一 他 rialt(C1 sy GI 7 (U)). 
11>12>…p>12 
应 用 旋 明 定理 1.8.1 的 方法 可 以 证 明 如 下 的 
定理 1.10.1. 由 定义 1.10.1 所 和 给 出 的 了 求 和 法 的 核 玉 。(F ) 为 
Row(O) 》 2 ) 
和 


(一 1 门 半 2(x 一 D | 本 ; 
ea 人 一 一 一 | ee ee*。。 。，。。。。。 K U.4 ) 
1121.…. (2 一 1)1D(ei， .cibn) 











和 


AD(b) ; .An-90D.) | ， 


这 里 ci， .et 是 了 的 特征 根 ， 8 (DO) 一 二 pwpett( 是 一 个 变数 的 Fourier 级 数 的 了 


求 和 法 的 核 . 
证 . 我 们 知道 (1.8.5) 的 多 重 Fourier 级 数 为 (1.8.6) ， 求 (1.8.6) 的 和 


(wiiD 十 十 mw 0 
下 vi 沁 姓 人 my1Lmrsps 4 1 “于 m ， 《卫生 不) 
0 及 2100VW2 一 





1) 注意 这 与 $ 1.3 中 华罗庚 所 定义 的 Abel 求 和 是 不 同 的 . 
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-二 上 1 人 g( 凡 ， 2 澳 ,) Am(d 01) dh Er dy 
《2z) j 一 1 


这 里 fn(b) 一 之 panpeti2l 为 一 个 变数 的 Fourier 级 数 的 工 求 和 法 的 核 . 











可 以 看 出 (1.10.5) 就 是 
人 mr ” “mstapfGr)NCFDMT Tea We ein)， 
> 
因 之 ， 
pn emipDCr)NCF)X1T CC[e citn]) 一 

11>…>12 

1 2x 2 0 下 
(2z)n | 和 |， Re 村 下 译 =- ] AR 7 全 ) 2 用 、 1 1 。 


If 11 一 ct 


(1.10.6) 
应 用 以 往 我 们 辟 用 的 技巧 (1.10.6) 的 右边 就 是 








二 2\72 1 门 机 站 
汉 尖 8 ezbn) (2z)2 X。 s 一 1 OO 2 0 ) X 
》 》 YIP…ZPYy T[ 11 rc y | 
炙 QZ 儿 . “Cd ， (1.10.7 ) 


而 OCW， < 几 。， 0 ， < 0,) 是 

玉 (d 0) ， Eee And ap 0.) 
Rn(Cd 人 0 ) ， 二 及 人 0,) 
Rn 由。 人 0) ， et、 AL(CY。 本 0,) e 
半 (1.10.7) 对 本 而 的 旁 系 积分 ,于 是 得 到 


1 了 | G 一 力 ” 有 ( 和 0 
D(ei2 ， 5 Un |det (TI 一 > 元)| 2 D(e-， 本 2 


让 > 一 1, 由 于 pofr) 一 1, 应 用 与 $1.8 中 一 样 的 方法 , 序 得 定理 1.10.1, 
当然 定理 1.10.1 还 可 以 用 $ 1.9 中 的 方法 给 与 一 个 代数 的 证 明 , 这 里 从 略 . 
例 1.10.1. 在 (1.10.4) 中 以 














1 12 
1 n2 CNV 十 1)2 


NT in 二 0 
2 








RNv(CO) 


代入 , 即 得 到 (c ,1) 求 和 的 Fejer 核 Fw(F),( 事 实 上 ,我 们 在 下 一 篇 文章 中 将 给 出 一 
要 的 Fejer 核 ,与 此 不 相同 )， 
例 1.10.2.， 在 (1.10.4) 中 以 


&.(6) 一 人 





1 一 27cosB@ 十 了 
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代入 , 即 得 Abel-Poisson 求 和 的 Poisson 核 P(r, 了 下 ) (事实 上 ,这 与 $1.3 中 所 给 出 的 Poisson 
核 也 是 不 同 的 ). 
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FOURIER ANALYSIS ON UNITARY GROUP 
I. ABEL SUMMABILIIY AND DIRICHLETI 玫 ERNEL OF 
FOURIER SERIES 


KUNG SUN 


(Tpe CHztzzere U7itersity Of Scie1tzcee 020 Tecpzology ) 


ABSTRACT 


It is known[4] that every continuous function on a compact group can be approximated 
by finite polynomials. Prof. Huat2] has established that the Fourier series of continuous 
functions on unitary group can be summable to itself by means of the Abel summability . 
Hua s theorem is the first one for the convergence of Fourier series of functions on compact 
groups of a finite dimension。Certainly，a convergence theorem is better than an approximation 
thbeorem 。 


Let x(U) be an integrable function on xz 一 dimensional unitary group U,。，Its Fourier 
Series is 


要。 这 站 《 主 》 
fi>1zPr>jn 
where 
2 
GD) -一 UE 41 JUD) 9 
5 
人 1 一 |， zx( 耿 )G7 7 (到 )7。 
41 .人 U) is the unitary representation with signature 一 ( 思 , 亡 ,如 ) where 态 ， 


四 .加 are integers satisfying 大方 太 …P 刀 ， NCPD 一 N( 丰 大) is the order 
of the matrix dj (U) and C is the volume of the unitary group LU。，1.e， 


C 一 (2r)iotD/((z 一 1)! (一 2)!1 :2111). 
Huat2] defined the Abel summability of Fourier series (1) as 


1 C ， 和 “ = 工人 zx( 了 7 站 和 mr 
|, 宅 PC 厂 .人 (DD)) EC (F 1 Te 二 5 芭 





了 
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where 





， 工人 (1 一 六 7 MGCP) 
C 


(Cj ，|det (T 一 *7 | 《2) 


NCf) 
Moreover，he pointed out that 
(i) pf(r) 一 1 asyr 一 1， 
六 刀 十 十 fm 太 之 帮 之 ee 之 
Gin) pf(r) = 机 
2 fm 和 
Jn the present paper，by a complicate_ calculation，we proved 
Theorem 工 . 


f, 之 0; 


pf(7) 一 一 站 ,(f， g)Ni(g， 站) 72085 十 1 十 … 十 &1z) 
7B5 二 18N0 NGCf)NCg) 


provided 1 二 才 





(2 5 之 0)，where N,(e ,2) denote 
Ne ar phi pe) BE 一 (gil2 Bo (2 十 2 一 1 282 十 芋 一 2 go) 
is a permutation of (0,， 1， … 一 1);0 之 g 它 史 人 py 它 5 一 7 
Many various forms of pfI(r) are given also. 
Moreover we establish the following 
Theorem II The partal sum 
SVY)(U) = 人 (Cry 人 《DID)) 


NI1>…>1P 一 N 
of the Fourier series (1) is 


1 
二 | wxro2wCP)P 


where GANCP) is the Dirichlet kernel 


(一 门 二 (2 一 0 
1 





和 


ZN-DCOUD) IE CO ) 








? 


sin 一 
7 


2 


， ， 二 - 和 1 
ceill， ci ，.…. ，eien are the characteristic roots of 了 了，and dZN(O) 一 sin(N 十 一 0， 
2 


the' Dirichlet kernel of one variable. 


Two proofs of theorem II are given，one is analytic，and the other is algebraic which 
is _ given by 工 . 术 。 Hua. 
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